
TR×ÍNG ��I HÅC PH�M V�N �ÇNG
KHOA S× PH�M TÜ NHI�N

B�I GI�NG

HÅC PH�N: H�NH HÅC X� �NH
M¢ håc ph¦n: 30

Ng nh � o t¤o: S÷ ph¤m To¡n håc

1. Gi£ng vi¶n bi¶n so¤n: ThS. Bòi Thà Ho ng Ph÷ìng

2. Sè t½n ch¿: 02

3. �ìn và qu£n lþ håc ph¦n: Bë mæn To¡n khoa SPTN

Qu£ng Ng¢i, th¡ng 7 - 2024



TR×ÍNG ��I HÅC PH�M V�N �ÇNG
KHOA S× PH�M TÜ NHI�N

B�I GI�NG

HÅC PH�N: H�NH HÅC X� �NH
M¢ håc ph¦n: 30

Ng nh � o t¤o: S÷ ph¤m To¡n håc

1. Gi£ng vi¶n bi¶n so¤n: ThS. Bòi Thà Ho ng Ph÷ìng

2. Sè t½n ch¿: 02

3. �ìn và qu£n lþ håc ph¦n: Bë mæn To¡n khoa SPTN

Qu£ng Ng¢i, th¡ng 7 - 2024



Möc löc

LÍI MÐ ��U 1

1 KHÆNG GIAN X� �NH 2

1.1 �ành ngh¾a khæng gian x¤ £nh v  c¡c ph¯ng cõa nâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 K½ hi»u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.2 �ành ngh¾a khæng gian x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.3 �ành ngh¾a ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.4 �ành ngh¾a h» �iºm �ëc lªp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.5 �ành l½ �ìd¡c thù nh§t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 C¡c mæ h¼nh cõa khæng gian x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Mæ h¼nh vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 Mæ h¼nh bâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.3 Mæ h¼nh afin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.4 Mæ h¼nh x¥y düng tø mët tr÷íng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 To¤ �ë x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1 Möc ti¶u x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.2 To¤ �ë cõa �iºm �èi vîi mët möc ti¶u x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.3 �êi möc ti¶u x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Ph÷ìng tr¼nh cõa m - ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.1 Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa m - ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4.2 K½ hi»u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.3 Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m - ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.4 To¤ �ë cõa si¶u ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5 T¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11



1.5.1 T¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.5.2 T½nh ch§t cõa t¿ sè k²p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5.3 T¿ sè k²p t½nh theo to¤ �ë c¡c �iºm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5.4 H ng �iºm �i·u ho  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5.5 H¼nh bèn �¿nh to n ph¦n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.6 T¿ sè k²p cõa chòm bèn si¶u ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6.1 Chòm si¶u ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6.2 T¿ sè k²p cõa bèn si¶u ph¯ng thuëc mët chòm . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.6.3 Chòm bèn si¶u ph¯ng �i·u ho  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6.4 H¼nh bèn c¤nh to n ph¦n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.7 Nguy¶n tc �èi ng¨u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.7.1 Ph²p �èi x¤ trong Pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.7.2 C¡c t½nh ch§t cõa ph²p �èi x¤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.7.3 Nguy¶n tc �èi ng¨u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.7.4 Kh¡i ni»m �èi ng¨u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.8 Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.8.1 X¥y düng mæ h¼nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.8.2 Möc ti¶u afin trong mæ h¼nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.8.3 C¡c ph¯ng trong mæ h¼nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.8.4 Thº hi»n sü song song cõa c¡c ph¯ng trong mæ h¼nh . . . . . . . . . . . . . 23

1.8.5 Þ ngh¾a afin cõa t¿ sè k²p v  þ ngh¾a x¤ £nh cõa t¿ sè �ìn . . . . . . . . . 25

1.8.6 �p döng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.9 C¡c ph¦n tû £o trong khæng gian x¤ £nh thüc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.9.1 C¡c ph¦n tû £o trong khæng gian x¤ £nh phùc . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.9.2 C¡c ph¦n tû li¶n hñp trong PnpCq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.9.3 Quan h» giúa khæng gian x¤ £nh thüc v  phùc n chi·u. . . . . . . . . . . . 29

2 �NH X� X� �NH V� BI�N �ÊI X� �NH 36

2.1 �nh x¤ x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.1.1 �ành ngh¾a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.1.2 T½nh ch§t cõa ¡nh x¤ x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36



2.1.3 �ành lþ v· sü x¡c �ành ph²p ¡nh x¤ x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.1.4 �¯ng c§u x¤ £nh. H¼nh håc x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.1.5 Biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.6 Li¶n h» giúa bi¸n �êi x¤ £nh v  bi¸n �êi afin . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 C¡c ph²p th§u x¤ trong Pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.1 �ành ngh¾a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.2 Biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p th§u x¤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.3 T½nh ch§t cõa ph²p th§u x¤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.4 Ph²p th§u x¤ �ìn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.5 C¡c ph²p th§u x¤ trong P2 v  P3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.3 C¡c �ành lþ cì b£n cõa ph²p biºn �êi x¤ £nh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3.1 �ành lþ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3.2 �ành lþ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3.3 �ành lþ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 SI�U M�T B�C HAI TRONG Pn 50

3.1 Si¶u m°t bªc hai v  ph¥n lo¤i x¤ £nh cõa chóng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1 �ành ngh¾a v  k½ hi»u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.2 �ành ngh¾a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.3 Giao cõa si¶u m°t bªc hai v  m - ph¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.1.4 D¤ng chu©n tc cõa si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤ £nh thüc . . . . 52

3.1.5 Ph¥n lo¤i si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤ £nh thüc . . . . . . . . . . 52

3.1.6 Ph¥n lo¤i x¤ £nh cõa c¡c �÷íng bªc hai trong P2pRq v  P3pRq v  t¶n gåi

cõa chóng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1.7 Li¶n h» giúa si¶u m°t bªc hai x¤ £nh v  si¶u m°t bªc afin . . . . . . . . . 54

3.1.8 �÷íng ævan trong mæ h¼nh x¤ £nh cõa m°t ph¯ng afin thüc . . . . . . . . 55

3.2 �iºm li¶n hñp. Ph¯ng ti¸p xóc. Si¶u di»n lîp hai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.1 �iºm li¶n hñp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.2 �inh lþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2.3 �ành lþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.4 Si¶u ph¯ng �èi cüc. �iºm ký dà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



3.2.5 Si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi si¶u m°t bªc hai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2.6 Si¶u ph¯ng li¶n hñp �èi vîi si¶u ph¯ng bªc hai khæng suy bi¸n . . . . . . . 59

3.2.7 Si¶u di»n lîp hai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2.8 �èi ng¨u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.2.9 �ành lþ M¡c - Læranh (Mac - Laurin) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.3 �nh x¤ x¤ £nh giúa c¡c �÷íng th¯ng v  chòm �÷íng th¯ng trong P2 . . . . . . . 63

3.3.1 �nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.3.2 �nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3.3 �p döng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3.4 �inh lþ St¥yne (Steiner) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3.5 �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ St¥yne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.3.6 C¡ch x¡c �ành mët �÷íng ævan trong P2pRq . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.4 �ành lþ Paxcan (Paxcal) v  �ành lþ Bri«ngsæng (Brianshon) . . . . . . . . . . . . 69

3.4.1 H¼nh s¡u �¿nh v  �ành lþ Paxcan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.4.2 C¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Paxcan . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4.3 �ành lþ Bri«ngsæng (Brianshon) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.4.4 Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa mët �÷íng ævan . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.4.5 �ành lþ Fr¶gi¶ (Fresgier) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.5 Bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp cõa �÷íng th¯ng - �ành lþ �ìd¡c thù hai . . . . . . . . . 74

3.5.1 Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp cõa �÷íng th¯ng . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.5.2 �iºm b§t �ëng cõa ph²p �èi hñp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.5.3 X¡c �ành mët ph²p �èi hñp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.5.4 Chòm �÷íng bªc hai. �ành lþ �ìd¡c thù hai . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

DANH MÖC T�I LI�U THAM KH�O 84



LÍI MÐ ��U

B i gi£ng h¼nh håc x¤ £nh �÷ñc bi¶n so¤n düa theo ch÷ìng tr¼nh �¤i håc S÷ ph¤m To¡n cõa

tr÷íng �¤i håc Ph¤m V«n �çng �¢ ban h nh, d nh cho sinh vi¶n n«m 2 ng nh S÷ ph¤m To¡n.

B i gi£ng gçm 3 ch÷ìng vîi thíi l÷ñng 2 t½n ch¿ (30 ti¸t). Ð méi ch÷ìng �·u câ möc ti¶u v 

cuèi méi ch÷ìng �·u câ b i tªp �º sinh vi¶n luy»n tªp.

Ch÷ìng 1: Khæng gian x¤ £nh.

Ch÷ìng 2: �nh x¤ x¤ £nh v  bi¸n �êi x¤ £nh.

Ch÷ìng 3: Si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤ £nh.

Chóng tæi hy vång tªp b i gi£ng "H¼nh håc x¤ £nh" l  mët t i li»u håc tªp bê ½ch cho sinh

vi¶n v  l  nguçn t i li»u phong phó cho quþ th¦y cæ gi¡o tham kh£o nghi¶n cùu.

M°c dò �¢ cè gng, tuy nhi¶n b i gi£ng s³ khæng tr¡nh khäi nhúng thi¸u sât v  h¤n ch¸.

Chóng tæi r§t mong nhªn �÷ñc c¡c þ ki¸n �âng gâp �º tªp b i gi£ng ng y c ng ho n thi»n hìn.
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Ch÷ìng 1

KHÆNG GIAN X� �NH

- Möc ti¶u cõa ch÷ìng n y gióp ng÷íi håc nm �÷ñc �ành ngh¾a khæng gian x¤ £nh v  c¡c

ph¯ng cõa nâ công nh÷ ph÷ìng c¡c m � ph¯ng; nm �÷ñc c¡c mæ h¼nh cõa khæng gian x¤ £nh,

möc ti¶u x¤ £nh, nguy¶n tc �èi ng¨u trong khæng gian x¤ £nh v  mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng

gian afin.

- Bi¸t vªn döng lþ thuy¸t v o gi£i c¡c b i tªp.

1.1 �ành ngh¾a khæng gian x¤ £nh v  c¡c ph¯ng cõa

nâ

1.1.1 K½ hi»u

Cho Vn l  khæng gian vector n chi·u tr¶n tr÷íng K, vîi n ¥ 1. Ta k½ hi»u rVns l  tªp hñp

c¡c khæng gian vector con mët chi·u cõa Vn.

Kþ hi»u rV1s l  tªp hñp gçm ch¿ mët ph¦n tû V1, ngh¾a l : rV1s � tV1u.

1.1.2 �ành ngh¾a khæng gian x¤ £nh

Cho mët tªp hñp P, mët K � khæng gian vector n � 1 chi·u Vn�1, v  mët song ¡nh p :

rVn�1s Ñ P. Khi �â, bë ba pP, p,Vn�1q �÷ñc gåi l  khæng gian x¤ £nh n chi·u tr¶n tr÷íng K,

li¶n k¸t vîi K � khæng gian vector Vn�1 bði song ¡nh p.

N¸u khæng sñ bà nh¦m l¨n, câ thº k½ hi»u khæng gian x¤ £nh �â l  P, v  �º ch¿ rã nâ câ sè

chi·u b¬ng n, ta k½ hi»u nâ l  Pn.

Khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng sè thüc R gåi l  khæng gian x¤ £nh thüc, k½ hi»u l  PnpRq;
khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng sè phùc C gåi l  khæng gian x¤ £nh phùc, k½ hi»u l  PnpCq.

Méi ph¦n tû cõa Pn �÷ñc gåi l  mët �iºm cõa khæng gian x¤ £nh Pn.
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Gåi ÝÑu l  vector kh¡c ÝÑ0 cõa Vn�1 v  xÝÑu y l  khæng gian vector con mët chi·u sinh bði ÝÑu ,

th¼ ppxÝÑu yq � U l  mët �iºm n o �â cõa Pn. Khi �â ta nâi r¬ng vector ÝÑu l  �¤i di»n cõa �iºm U.

Hai vector ÝÑu v  ÝÑu 1 (kh¡c ÝÑ0 ) còng �¤i di»n cho mët �iºm khi v  ch¿ khi chóng phö thuëc

tuy¸n t½nh, tùc l  ÝÑu � kÝÑu , vîi k P Kzt0u.

1.1.3 �ành ngh¾a ph¯ng

Cho khæng gian x¤ £nh pPn, p,Vn�1q. Gåi W l  khæng gian vector con m � 1 chi·u cõa

Vn�1 pm ¥ 0q. Khi �â tªp hñp pprWsq �÷ñc gåi l  c¡i ph¯ng m chi·u (ho°c l  m - ph¯ng) cõa

Pn.

Nh÷ vªy, méi �iºm cõa Pn l  mët 0 - ph¯ng.

- Ph¯ng 1 chi·u (hay 1 - ph¯ng) cán gåi l  �÷íng th¯ng.

- Ph¯ng 2 chi·u (hay 2 - ph¯ng) cán gåi l  m°t ph¯ng.

- Ph¯ng n� 1 chi·u (hay pn� 1q - ph¯ng) cán gåi l  si¶u ph¯ng.

1.1.4 �ành ngh¾a h» �iºm �ëc lªp

H» r �iºm pr ¥ 1q cõa khæng gian x¤ £nh Pn gåi l  h» �iºm �ëc lªp n¸u h» r vector �¤i di»n

cho chóng l  h» vector �ëc lªp tuy¸n t½nh trong Vn�1.

H» �iºm khæng �ëc lªp gåi l  h» �iºm phö thuëc.

H» ch¿ câ mët �iºm l  h» �ëc lªp. H» gçm hai �iºm l  h» �ëc lªp n¸u hai �iºm �â ph¥n bi»t.

�ành lþ 1.1.1. H» r �iºm (vîi r ¥ 2q l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi chóng khæng còng thuëc mët

pr � 2q - ph¯ng.

Chùng minh. Gi£ sû M1,M2, ...,Mr l  r �iºm cõa khæng gian x¤ £nh Pn, câ �¤i di»n l¦n l÷ñt l 

r vector ÝÑm1,ÝÑm2, ...ÝÑmr cõa Vn�1pr ¥ 2q. H» �iºm Mi l  �ëc lªp khi v  ch¿ khi c¡c vector ÝÑmi

�ëc lªp tuy¸n t½nh, hay khi v  ch¿ khi c¡c vector ÝÑmi khæng n¬m tr¶n mët khæng gian vector con

pr � 1q chi·u cõa Vn�1, tùc l  khi v  ch¿ khi h» �iºm Mi khæng còng n¬m tr¶n mët pr � 2q -

ph¯ng.

�ành lþ 1.1.2. Câ duy nh§t mët pr � 1q - ph¯ng �i qua h» r �iºm �ëc lªp cho tr÷îc.

Chùng minh. Gi£ sû cho h» r �iºm �ëc lªp M1,M2, ...,Mr trong Pn. C¡c vector ÝÑmi �¤i di»n cho

chóng l m th nh h» vector �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n câ duy nh§t mët khæng gian vector con r chi·u

W chùa chóng. Khi �â pprWsq ch½nh l  pr � 1q - ph¯ng �i qua r �iºm Mi.
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K½ hi»u: pr � 1q - ph¯ng �i qua r �iºm �ëc lªp Mi �÷ñc k½ hi»u l  xM1,M2, ...Mry. Ch¯ng

h¤n: n¸u A,B,C l  3 �iºm �ëc lªp th¼ xA,B,Cy l  m°t ph¯ng �i qua A,B,C. �÷íng th¯ng �i

qua A,B k½ hi»u l  xA,By, ho°c công cán k½ hi»u �ìn gi£n l  AB.

1.1.5 �ành l½ �ìd¡c thù nh§t

�ành lþ 1.1.3. (�ành l½ �ìd¡c (Desargues)): Trong khæng gian x¤ £nh cho 6 �iºm A,B,C,A1, B1, C 1

trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng. Khi �â, hai m»nh �· sau �¥y t÷ìng �÷ìng:

a) Ba �÷íng th¯ng AA1, BB1, CC 1 �çng quy (câ �iºm chung).

b) Giao �iºm cõa c¡c c°p �÷íng th¯ng AB v A1B1;BC v  B1C 1;CA v  C 1A1 l  ba �iºm th¯ng

h ng.

Chùng minh. � añ b :Gi£ sû 3 �÷íng th¯ng AA1, BB1 v  CC 1 �çng quy t¤i S.GåiÝÑa ,
ÝÑ
b ,ÝÑc ,ÝÑa 1,

ÝÑ
b
1
,ÝÑc 1 v  ÝÑs l¦n l÷ñt l  c¡c vector �¤i di»n cõa c¡c �iºm A,B,C,A1, B1, C 1 v  S. V¼ A,A1, S ph¥n

bi»t v  th¯ng h ng n¶n 3 vector xÝÑa y, xÝÑa 1y, xÝÑs y còng thuëc mët khæng gian vector con hai chi·u,

do �â, n¸u �¢ chån tr÷îc vector ÝÑs th¼ câ thº chån ÝÑa v  ÝÑa 1 sao cho:

S

A

B

P

R

C

Q

A1
B1

C 1

ÝÑs � ÝÑa �ÝÑa 1.

T÷ìng tü �èi vîi
ÝÑ
b ,
ÝÑ
b
1
v  ÝÑc ,ÝÑc 1.

Tâm l¤i, ta câ thº chån sao cho:

ÝÑs � ÝÑa �ÝÑa 1 �
ÝÑ
b �

ÝÑ
b
1
� ÝÑc �ÝÑc 1.
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Tø �â suy ra, n¸u �°t ÝÑp � ÝÑa �
ÝÑ
b , th¼ ÝÑp � ÝÑa �

ÝÑ
b �

ÝÑ
b
1
�ÝÑa 1, n¶n vector ÝÑp �¤i di»n cho

�iºm P l  giao �iºm cõa 2 �÷íng th¯ng AB v  A1B1.

T÷ìng tü, vector ÝÑq �
ÝÑ
b �ÝÑc � ÝÑc 1�

ÝÑ
b
1
�¤i di¶n cho giao �iºm Q cõa BC v  B1C 1; v  vector

ÝÑr � ÝÑc � ÝÑa � ÝÑa 1 � ÝÑc 1 �¤i di»n cho giao �iºm R cõa CA v  C 1A1. Nh÷ng ÝÑp � ÝÑq � ÝÑr �
ÝÑ
0 ,

n¶n 3 �iºm P,Q,R phö tuëc, ngh¾a l  chóng th¯ng h ng.

�bñ a : Gi£ sû AB XA1B1 � P, BC XB1C 1 � Q, CAXC 1A1 � R, v  P,Q,R th¯ng h ng.

X²t 6 �iºm A,A1, R,B,B1, Q ta th§y trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng, ngo i ra, ba

�÷íng th¯ng AB,A1B1 v  RQ �çng quy t¤i P. Bði vªy, theo chùng minh ph¦n tr¶n ta suy ra giao

�iºm S cõa AA1 v  BB1, giao �iºm C cõa AR v  BQ, giao �iºm C 1 cõa A1R v  B1Q th¯ng h ng,

nâi c¡ch kh¡c, 3 �÷íng th¯ng AA1, BB1 v  CC 1 �çng quy.

1.2 C¡c mæ h¼nh cõa khæng gian x¤ £nh

1.2.1 Mæ h¼nh vector

Cho Vn�1 l  K - khæng gian vector b§t k¼. Khi �â tªp hñp P � rVn�1s trð th nh K -

khæng gian x¤ £nh n chi·u li¶n k¸t vîi Vn�1 bði ¡nh x¤ �çng nh§t cõa rVn�1s l¶n ch½nh nâ:

p � Id : rVn�1s Ñ rVn�1s. Méi �iºm cõa khæng gian x¤ £nh n y l  mët khæng gian vector con 1

chi·u cõa Vn�1. Méi m - ph¯ng l  tªp hñp c¡c khæng gian vector 1 chi·u thuëc mët khæng gian

vector con m� 1 chi·u trong Vn�1.

1.2.2 Mæ h¼nh bâ

Cho An�1 l  khæng gian afin li¶n k¸t vîi K - khæng gian vector n�1 chi·u Vn�1. Gåi B l  tªp

hñp c¡c �÷íng th¯ng cõa An�1 còng �i qua mët �iºm O cè �ành chån tr÷îc. Tªp hñp B th÷íng

�÷ñc gåi l  bâ �÷íng th¯ng câ t¥m l  O.

Song ¡nh p : rVn�1s Ñ B �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau: n¸u W l  khæng gian vector con 1 chi·u cõa

Vn�1 th¼ ppWq l  �÷íng th¯ng �i qua O câ ph÷ìng l  W. B¬ng c¡ch �â bâ �÷íng th¯ng B trð

th nh K - khæng gian x¤ £nh n chi·u.

Trong khæng gian x¤ £nh B, méi �iºm l  mët �÷íng th¯ng cõa An�1 �i qua O. Méi m - ph¯ng

l  tªp hñp c¡c �÷íng th¯ng �i qua O v  n¬m trong c¡i ph¯ng m� 1 chi·u cõa An�1.

1.2.3 Mæ h¼nh afin

Gi£ sû P l  khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi khæng gian vector V bði song ¡nh p. Khi �â n¸u

câ tªp hñp P1 v  song ¡nh p1 : P Ñ P1, th¼ P1 công l  khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi V bði song

¡nh p1op.
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B¥y gií cho An�1 l  khæng gian afin li¶n k¸t vîi K - khæng gian vector n� 1 chi·u Vn�1. Gåi

An l  mët si¶u ph¯ng cõa An�1, câ ph÷ìng l  khæng gian vector con n chi·u Vn cõa Vn�1. X²t

tªp hñp P � An Y rVns, m  méi ph¦n tû cõa nâ �·u gåi l  mët �iºm. Nh÷ vªy, méi �iºm cõa P
l  mët �iºm cõa An, ho°c l  mët khæng gian vector con 1 chi·u cõa Vn.

O

d

D An

Chån mët �iºm O cõa An�1 khæng n¬m tr¶n An, v  gåi B l  bâ �÷íng th¯ng An�1, câ t¥m O.

Ta �¢ bi¸t r¯ng B l  mët khæng gian x¤ £nh n chi·u. B¥y gií ta x¥y düng song ¡nh p1 : B Ñ P
nh÷ sau:

+ N¸u �÷íng th¯ng d cõa bâ B ct An t¤i �iºm D th¼ �°t: p1pdq � D.

+ N¸u d{{An, tùc l 
ÝÑ
d � Vn th¼ �°t p1pdqx

ÝÑ
d y.

B¬ng c¡ch �â tªp P � An Y rVns trð th nh khæng gian x¤ £nh li¶n k¸t vîi An�1.

Trong khæng gian �â, méi m - ph¯ng s³ l :

+ ho°c tªp hñp Am Y r
ÝÑV

m
s, trong �â Am l  m - ph¯ng n o �â cõa An.

+ ho°c tªp hñp rAm�1s, vîi Vm�1 l  khæng gian vector con m� 1 chi·u cõa Vm�1.

1.2.4 Mæ h¼nh x¥y düng tø mët tr÷íng

Cho K l  mët tr÷íng n o �â, Kn�1 l  t½ch �·-c¡c cõa K vîi ch½nh nâ n� 1 l¦n, tùc l :

Kn�1 � tpx0, x1, x2, ..., xnq |xi P Ku.

Ta bi¸t r¬ng Kn�1 l  khæng gian vector n� 1 chi·u tr¶n K, bði vªy rKn�1s l  khæng gian x¤

£nh n chi·u li¶n k¸t vîi Kn�1.

Trong tªp Kn�1 z t0u (ð �¥y, p0 � 0, 0, 0, ..., 0q) ta �÷a v o mët quan h» t÷ìng �÷ìng nh÷

sau:
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px0, x1, ..., xnq � py0, y1, ..., ynq khi v  ch¿ khi câ sè k P K sao cho yi � kxi vîi måi i �

0, 1, 2, ..., n.

Khi �â, méi lîp t÷ìng �÷ìng còng vîi vector 0 l m th nh mët khæng gian vector con mët

chi·u cõa rKn�1s tùc l  mët �iºm cõa rKn�1s.

1.3 To¤ �ë x¤ £nh

1.3.1 Möc ti¶u x¤ £nh

Cho khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi K - khæng gian vector Vn�1. Mët tªp hñp câ thù tü

gçm n� 2 �iºm cõa Pn : tS0, S1, ..., Sn;Eu �÷ñc gåi l  möc ti¶u x¤ £nh n¸u b§t k¼ n� 1 �iºm

trong n� 2 �iºm �â �ëc lªp.

C¡c �iºm Si gåi l  c¡c �¿nh cõa möc ti¶u x¤ £nh, �iºm E gåi l  �iºm �ìn và.

C¡c m - ph¯ng pm   nq �i qua m � 1 �¿nh gåi l  c¡c m - ph¯ng to¤ �ë, �°c bi»t c¡c �÷íng

th¯ng SiSj vîi i � j, gåi l  c¡c tröc to¤ �ë.

�ành lþ 1.3.1. Vîi méi möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, ..., Sn : Eu, luæn luæn t¼m �÷ñc mët cì sð

tÝÑe 0,ÝÑe 1, ...,ÝÑe nu cõa Vn�1 sao cho vector ÝÑe i l  �¤i di»n cõa �¿nh Si pi � 0, 1, ..., nq v  vector
ÝÑe � ÝÑe 0 �ÝÑe 1 � ...�ÝÑe n l  �¤i di»n cõa �iºm E.

Chùng minh. Ta l§y c¡c vector ÝÑe i �¤i di»n cho c¡c �¿nh Si v  vector ÝÑe �¤i di»n cho �iºm E. V¼

n� 1 �¿nh Si �ëc lªp n¶n n� 1 vector ÝÑe i �ëc lªp tuy¸n t½nh trong Vn�1. V¼ th¸ ta câ:

ÝÑe � k0ÝÑe
1
0 � k1ÝÑe

1
1 � ...� knÝÑe

1
n.

Ta nhªn th§y c¡c ki �·u kh¡c 0, bði v¼ n¸u k0 � 0 ch¯ng h¤n th¼ n�1 vectorÝÑe 1
1,
ÝÑe 1

2, ...,
ÝÑe 1

n,
ÝÑe

phö thuëc tuy¸n t½nh, do �â n� 1 �iºm S1, S2, ..., Sn, E khæng �ëc lªp.

B¥y gií ta �°t ÝÑe � kiÝÑe
1
i th¼ tÝÑe 1,ÝÑe 2, ...,ÝÑe nu l  cì sð c¦n t¼m.

Chó þ. Cì sð nâi trong �ành lþ �÷ñc gåi l  cì sð �¤i di»n cho möc ti¶u x¤ £nh �ang x²t. Möc

ti¶u x¤ £nh câ nhi·u cì sð �¤i di»n, nh÷ng chóng ch¿ kh¡c nhau mët ph²p và tü trong Vn�1. Thªt

vªy, hai cì sð tÝÑe 0,ÝÑe 1, ...,ÝÑe nu v  tÝÑe 1
0,
ÝÑe 1

1, ...,
ÝÑe 1

nu còng �¤i di»n cho mët möc ti¶u x¤ £nh khi

v  ch¿ khi:
ÝÑe i � kiÝÑe

1
i pi � 0, 1, ..., nq

v 
ÝÑe 0 �ÝÑe 1 � ...�ÝÑe n � kpÝÑe 1

0 �
ÝÑe 1

1 � ...�ÝÑe 1
nq,

do �â

k1 � k2 � ... � kn � k.
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1.3.2 To¤ �ë cõa �iºm �èi vîi mët möc ti¶u x¤ £nh

Trong K - khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi Vn�1 cho möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu câ �¤i di»n

l  cì sð tÝÑe iu cõa Vn�1. Vîi méi �iºm X b§t k¼ cõa Pn ta l§y vector ÝÑx �¤i di»n cho X. Khi �â,

to¤ �ë px0, x1, ..., xnq cõa vector ÝÑx �èi vîi cì sð tÝÑe iu công �÷ñc gåi l  to¤ �ë cõa �iºm X �èi

vîi möc ti¶u tSi;Eu, v  vi¸t X � px0, x1, ..., xnq.

To¤ �ë cõa �iºm X câ c¡c t½nh ch§t sau �¥y:

a. To¤ �ë gçm mët bë câ thù tü cõa n�1 sè thuëc tr÷íng K, trong �â câ ½t nh§t mët sè kh¡c

khæng (v¼ vector �¤i di»n cho mët �iºm luæn luæn l  vector kh¡c ÝÑ0 ).

b. Hai bë sè px0, x1, ..., xnq v  px10, x
1
1, ..., x

1
nq còng l  to¤ �ë cõa mët �iºm khi v  ch¿ khi câ

k P K z 0 �º xi � kx1i, nâi c¡ch kh¡c l  hai bë sè �â gçm c¡c sè t÷ìng ùng t¿ l» vîi nhau.

�º di¹n t£ t½nh ch§t �â, ng÷íi ta th÷íng vi¸t to¤ �ë cõa mët �iºm X d÷îi d¤ng:

X � px0 : x1 : ... : xnq.

c. �èi vîi möc ti¶u tSi;Eu, to¤ �ë c¡c �¿nh Si v  �iºm �ìn và l :

S0 � p1 : 0 : 0 : ... : 0q.

S1 � p0 : 1 : 0 : ... : 0q.

....................

Sn � p0 : 0 : 0 : ... : 1q.

E � p1 : 1 : 1 : ... : 1q.

1.3.3 �êi möc ti¶u x¤ £nh

Trong Pn cho hai möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu v  tS1
i;E

1u. Gåi to¤ �ë cõa �iºm X �èi vîi hai möc

ti¶u �â l¦n l÷ñt l  px0 : x1 : ... : xnq v  px10 : x11 : ... : x1nq. Ta h¢y t¼m sü li¶n h» giúa c¡c

xi v  x1i.

Gåi tÝÑe iu v  tÝÑe 1
iu l¦n l÷ñt l  hai cì sð �¤i di»n cho hai möc ti¶u �â th¼ px0, x1, ..., xnq v 

px10, x
1
1, ..., x

1
nq ch½nh l  to¤ �ë cõa vector �¤i di»n ÝÑx cõa �iºm X �èi vîi cì sð tÝÑe iu v  tÝÑe 1

iu.

Tø �â ta suy ra:

kxi �
ņ

j�0

aijX
1
j , i � 0, 1, 2, ..., n; k � 0. (1.1)

Trong �â: pa0i, a1i, ..., aniq l  to¤ �ë cõa ÝÑe 1
i �èi vîi cì sð tÝÑe iu.

H» (1.1) �÷ñc gåi l  cæng thùc �êi möc ti¶u x¤ £nh.

Ma trªn A � paijq, i, j � 0, 1, ..., n ch½nh l  ma trªn chuyºn tø cì sð tÝÑe iu sang cì sð tÝÑe 1
iu,

nâ công �÷ñc gåi l  ma trªn chuyºn tø möc ti¶u tSi;Eu sang möc ti¶u tS1
i;E

1u.
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Ma trªn chuyºn möc ti¶u �÷ñc x¡c �ành sai kh¡c mët h¬ng sè nh¥n kh¡c khæng, câ ngh¾a l 

n¸u A l  ma trªn chuyºn ùng vîi hai möc ti¶u n o �â th¼ pA pp � 0q công l  ma trªn chuyºn ùng

vîi hai möc ti¶u �â.

N¸u ta k½ hi»u:

x �

�
������

x0

x1

. . .

xn

�
�����

x1 �

�
������

x10

x11

. . .

x1n

�
�����

v  gåi chóng l  ma trªn cët to¤ �ë cõa �iºm X v  X 1, th¼ cæng thùc (*) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng

ma trªn:

k.x � A.x1.

1.4 Ph÷ìng tr¼nh cõa m - ph¯ng

1.4.1 Ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa m - ph¯ng

Trong K khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi K - khæng gian vector Vn�1 cho möc ti¶u x¤ £nh

tSi;Eu câ �¤i di»n l  cì sð tÝÑe iu. Gåi U l  m - ph¯ng li¶n k¸t vîi khæng gian vector con m � 1

chi·u ÝÑU . Ta t¼m th§y �i·u ki»n c¦n v  �õ �º �iºm X � px0 : x1 : ... : xnq thuëc U.

Tr¶n U l§y m� 1 �iºm �ëc lªp A0, A1, ..., Am.

N¸u Ai � pai0 : ai1 : ... : ainq th¼ vector �¤i di»n cho nâ l  ÝÑa i � pai0 : ai1 : ... : ainq. Khi �â,

ma trªn paijq, i � 0, 1, 2, ...,m; j � 0, 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng m� 1.

�iºm X � px0 : x1 : ... : xnq thuëc U khi v  ch¿ khi vector �¤i di»n cho nâ l  ÝÑx �

px0, x1, ..., xnq thuëc
ÝÑU , hay l :

ÝÑx � t0ÝÑa 0 � t1ÝÑa 1 � ...� tnÝÑa n.

(x l  ma trªn cët to¤ �ë cõa �iºm X, ai l  ma trªn cët to¤ �ë cõa �iºm Ai).

Bði vªy

xi �
m̧

j�0

aijtj , i � 0, 1, 2, ..., n (1.2)

H» ph÷ìng tr¼nh (1.2) gåi l  ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa m - ph¯ng U, vîi m � 1 tham sè

t0, t1, ..., tm khæng �çng thíi b¬ng 0.
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1.4.2 K½ hi»u

�èi vîi mët �iºm X câ to¤ �ë px0 : x1 : ...xnq, ta cán dòng k½ hi»u pXq �º ch¿ ma trªn cët

to¤ �ë cõa nâ (tr÷îc �¥y ta dòng k½ hi»u x):

pXq �

�
������

x0

x1

. . .

xn

�
�����

khi �â ph÷ìng tr¼nh (1.2) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn nh÷ sau:

pXq � t0pA0q � t1pA1q � ...� tmpAmq (1.3)

trong �â c¡c ti khæng �çng thíi b¬ng 0.

�°c bi»t, ph÷ìng tr¼nh tham sè cõa �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm A,B câ d¤ng:

pXq � kpAq � lpBq.

trong �â, k v  l khæng �çng thíi b¬ng 0.

1.4.3 Ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m - ph¯ng

H» ph÷ìng tr¼nh (1.2) gçm n� 1 ph÷ìng tr¼nh vîi m� 1 tham sè. V¼ ma trªn paijq câ h¤ng

m�1 n¶n ta câ thº khû m�1 tham sè �â tø h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n. Cö thº l : chån m�1 ph÷ìng

tr¼nh �ëc lªp trong (1.2) rçi gi£i h» ph÷ìng tr¼nh vøa chån �º t¼m c¡c tham sè ti theo aij , thay

c¡c gi¡ trà �â cõa tham sè v o n �m ph÷ìng tr¼nh cán l¤i cõa h» (1.2) ta �÷ñc h» gçm n �m

ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t:

ņ

j�0

bijxj � 0, i � 1, 2, ..., n�m. (1.4)

Trong �â ma trªn pbijq, i � 1, 2, ..., n�m; j � 0, 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng n�m.

H» (1.4) gåi l  ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa m - ph¯ng Pm.

Ng÷ñc l¤i, ta câ thº chùng minh r¬ng, méi h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh thu¦n nh§t cõa c¡c

bi¸n x0, x1, ..., xn vîi ma trªn c¡c h» sè câ h¤ng b¬ng n�m �·u x¡c �ành cho ta mët m - ph¯ng.

1.4.4 To¤ �ë cõa si¶u ph¯ng

Trong Pn vîi möc ti¶u �¢ chån, cho si¶u ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t:

u0x0 � u1x1 � ...� unxn � 0
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hay
m̧

j�0

uixi � 0.

trong �â c¡c ui khæng �çng thíi b¬ng 0.

Bë sè pu0, u1, ..., unq �÷ñc gåi l  to¤ �ë cõa si¶u ph¯ng U �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån.

Cè nhi¶n khi �â pku0, ku1, ..., kunq công l  to¤ �ë cõa si¶u ph¯ng U, bði vªy, công gièng nh÷ �èi

vîi to¤ �ë cõa �iºm ta th÷íng k½ hi»u to¤ �ë cõa si¶u ph¯ng U l :

U � pu0 : u1 : ... : unq.

V½ dö 1.4.1. Si¶u ph¯ng �i qua måi �¿nh cõa möc ti¶u x¤ £nh trø �¿nh Si câ ph÷ìng tr¼nh:

xi � 0, v  trø to¤ �ë cõa nâ l : 0 : ... : 0 : 1 : 0 : ... : 0 (sè 1 n¬m ð và tr½ thù i� 1, ngo i ra l  sè

0).

�èi vîi méi si¶u ph¯ng U � pu0 : u1 : ... : unq ta công k½ hi»u ma trªn cët to¤ �ë cõa nâ l  u

ho°c pUq. Nh÷ th¸, ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u ph¯ng U câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn:

pUqtpXq � 0.

1.5 T¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng

1.5.1 T¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng

Trong K - khæng gian x¤ £nh Pn li¶n k¸t vîi Vn�1 cho 4 �iºm th¯ng h ng A,B,C,D trong

�â câ ba �iºm A,B,C �æi mët khæng tròng nhau. Ta gåi ÝÑa ,
ÝÑ
b ,ÝÑc ,

ÝÑ
d l  c¡c vector l¦n l÷ñt �¤i

di»n cho c¡c �iºm A,B,C,D th¼ c¡c vector �â thuëc mët khæng gian vector 2 chi·u, trong �â ÝÑa

v 
ÝÑ
b �ëc lªp tuy¸n t½nh. Ta suy ra câ c¡c sè k1, l1 v  k2, l2 sao cho:

ÝÑc � k1ÝÑa � l1
ÝÑ
b .

ÝÑ
d � k2ÝÑa � l2

ÝÑ
b .

(Ta chó þ r¬ng, k1 � 0 v  l1 � 0 v¼ C khæng tròng vîi A v  vîi B).

Khi �â, n¸u t¿ sè
k2
l2

:
k1
l1

câ ngh¾a (tùc l  l2 � 0), th¼ nâ �÷ñc gåi l  t¿ sè k²p cõa 4 �iºm

th¯ng h ng A,B,C,D v  k½ hi»u rA,B,C,Ds.

N¸u l2 � 0 th¼ ph¥n sè
k2
l2

khæng câ ngh¾a. Khi �â ta xem t¿ sè k²p cõa 4 �iºm A,B,C,D

b¬ng 8 (væ còng).

Nh÷ vªy l :

rA,B,C,Ds �

$'&
'%

k2
l2

:
k1
l1

N¸u l2 � 0

8 N¸u l2 � 0

D¹ th§y r¬ng, �ành ngh¾a cõa t¿ sè k²p khæng phö thuëc v o vi»c chån c¡c vector �¤i di»n cho

c¡c �iºm.
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1.5.2 T½nh ch§t cõa t¿ sè k²p

N¸u 4 �iºm A,B,C,D th¯ng h ng v  ph¥n bi»t th¼:

a. rB,A,C,Ds � rA,B,D,Cs �
1

rA,B,C,Ds
. Câ ngh¾a l : Khi ho¡n và hai �iºm �¦u vîi

nhau ho°c hai �iºm cuèi vîi nhau th¼ t¿ sè k²p trð th nh sè nghàch �£o.

Chùng minh khæng khâ kh«n, ch¿ c¦n düa v o �ành ngh¾a.

b. rB,A,D,Cs � rA,B,C,Ds, ngh¾a l : Khi ho¡n và �çng thíi hai �iºm �¦u vîi nhau
v  hai �iºm cuèi vîi nhau, t¿ sè k²p khæng thay �êi. �â l  h» qu£ cõa a.

c. rC,D,A,Bs � rA,B,C,Ds, ngh¾a l : Khi ho¡n và c°p �iºm �¦u v  c°p �iºm cuèi,
t¿ sè k²p khæng thay �êi.

Thªt vªy, tø c¡c h» thùc:

ÝÑc � k1ÝÑa � l1
ÝÑ
b v 

ÝÑ
d � k2ÝÑa � l2

ÝÑ
b ,

ta suy ra:

pk1l2 � k2l1qÝÑa � l2ÝÑc � l1
ÝÑ
d v 

pk1l2 � k2l1q
ÝÑ
b � �k2ÝÑc � k1

ÝÑ
d .

Bði vªy:

rC,D,A,Bs �
�k2
k1

:
l2
l1
�

k2
l2

:
k1
l1
� rA,B,C,Ds.

d. rA,C,B,Ds � rD,B,C,As � 1�rA,B,C,Ds, câ ngh¾a l : Khi ho¡n và hai �iºm ð giúa
vîi nhau, ho°c ho¡n và hai �iºm �¦u v  �iºm cuèi vîi nhau th¼ �÷ñc t¿ sè k²p
mîi b¬ng 1 trø �i t¿ sè k²p cô.

Thªt vªy, tø c¡c h» thùc:

ÝÑc � k1ÝÑa � l1
ÝÑ
b v 

ÝÑ
d � k2ÝÑa � l2

ÝÑ
b ,

ta suy ra:

l1
ÝÑ
b � �k1ÝÑa �ÝÑc v  l1

ÝÑ
d � pl1k2 � l2k1qÝÑa � l2ÝÑc .

Bði vªy:

rA,C,B,Ds �
l1k2 � l2k1

l2
:
�k1
1

�
l1k2 � l2k1
�l2k1

� 1�
l1k2
l2k1

� 1� rA,B,C,Ds.
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e. Thªt vªy, tø c¡c h» thùc:

ÝÑc � k1ÝÑa � l1
ÝÑ
b v 

ÝÑ
d � k2ÝÑa � l2

ÝÑ
b ,

ta suy ra: N¸u A,B,C,D,E l  5 �iºm th¯ng h ng ph¥n bi»t th¼:

rA,B,C,Ds.rA,B,D,Es � rA,B,C,Es.

H» thùc �â d¹ d ng suy ra tø �ành ngh¾a.

1.5.3 T¿ sè k²p t½nh theo to¤ �ë c¡c �iºm

Gi£ sû trong Pn �¢ chån mët möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu cho 4 �iºm th¯ng h ng A,B,C,D vîi

c¡c ma trªn cët to¤ �ë l¦n l÷ñt l  pAq, pBq, pCq, pDq. Nh÷ �¢ bi¸t, khi �â ta câ:

pCq � k1pAq � l1pBq v  pDq � k2pAq � l2pBq.

�èi vîi cì sð tÝÑe iu �¤i di»n cho möc ti¶u x¤ £nh, c¡c ma trªn pAq, pBq, pCq, pDq công l  c¡c

ma trªn cët to¤ �ë cõa vector ÝÑa ,
ÝÑ
b ,ÝÑc ,

ÝÑ
d l¦n l÷ñt �¤i di»n cho c¡c �iºm A,B,C,D. Bði vªy ta

câ: ÝÑc � k1ÝÑa � l1
ÝÑ
b v 

ÝÑ
d � k2ÝÑa � l2

ÝÑ
b . Tø �â suy ra:

rA,B,C,Ds �
k2
l2

:
k1
l1
.

Ta gi£ sû cho:

A � pa0 : a1 : ... : anq;

B � pb0 : b1 : ... : bnq;

C � pc0 : c1 : ... : cnq;

D � pd0 : d1 : ... : dnq.

V¼ hai �iºm A v  B khæng tròng nhau n¶n ta câ thº chån hai ch¿ sè i v  j sao cho:∣∣∣∣∣∣ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣∣ � 0.

V¼

pCq � k1pAq � l1pBq

n¶n:

ci � aik1 � bil1

cj � ajk1 � bjl1.
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Tø �â suy ra:

k1 �

∣∣∣∣∣∣ci bi

cj bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣∣
l1 �

∣∣∣∣∣∣ai ci

aj cj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣∣
T÷ìng tü ta câ:

k2 �

∣∣∣∣∣∣di bi

dj bj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣∣
l2 �

∣∣∣∣∣∣ai di

aj dj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ai bi

aj bj

∣∣∣∣∣∣
Cuèi còng ta �÷ñc cæng thùc:

rA,B,C,Ds �

∣∣∣∣∣∣ai ci

aj cj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣bi ci

bj cj

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣ai di

aj dj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣bi di

bj dj

∣∣∣∣∣∣
.

1.5.4 H ng �iºm �i·u ho 

N¸u t¿ sè k²p rA,B,C,Ds � �1 th¼ ta nâi r¬ng, c°p �iºm C,D chia �i·u ho  �iºm A,B. Khi

�â v¼ rC,D,A,Bs � �1 n¶n c°p �iºm A,B công chia �i·u ho  c°p �iºm C,D. Bði vªy, ta cán

nâi: C°p �iºm A,B v  c°p �iºm C,D li¶n hi»p �i·u ho . Cán nâi: A,B,C,D l  mët h ng �iºm

�i·u ho .

1.5.5 H¼nh bèn �¿nh to n ph¦n

Trong Pn tªp hñp 4 �iºm A,B,C,D còng n¬m trong mët m°t ph¯ng, trong �â khæng câ ba

�iºm n o th¯ng h ng, �÷ñc gåi l  h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n. C¡c �iºm A,B,C,D gåi l  c¡c �¿nh.

Méi �÷íng th¯ng �i qua hai �¿nh gåi l  mët c¤nh (câ 6 c¤nh). Hai c¤nh khæng �i qua mët �¿nh

gåi l  hai c¤nh �èi di»n. Giao �iºm cõa hai c¤nh �èi di»n gåi l  �iºm ch²o (câ 3 �iºm ch²o, chóng

khæng th¯ng h ng). �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm ch²o gåi l  �÷íng ch²o (câ 3 �÷íng ch²o chóng

khæng �çng quy ).
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P

A

R D

B

C

Q

Tr¶n h¼nh v³ câ c¡c �iºm ch²o l  P,Q,R v  c¡c �÷íng ch²o l  PQ,QR v  RP.

�ành lþ 1.5.1. Trong mët h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n, hai �iºm ch²o n¬m tr¶n mët �÷íng ch²o

chia �i·u háa c°p giao �iºm cõa �÷íng ch²o �â vîi c°p c¤nh �i qua �iºm ch²o thù ba.

Chùng minh. Gi£ sû ABCD l  h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n. Ba �iºm ch²o cõa nâ l : P � AB X

CD;Q � AD X BC v  R � AC X BD. Gåi M � AD X PR,N � BC X PR. Ta ph£i chùng

minh: rP,R,M,N s � �1.

N

C

Q

R

M D

A P B

Trong m°t ph¯ng P2 chùa h¼nh bèn �¿nh ta chån möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, S2;Eu sao cho:

S0 � A � p1 : 0 : 0q, S1 � B � p0 : 1 : 0q, S2 � C � p0 : 0 : 1q, E � D � p1 : 1 : 1q.

�÷íng th¯ng AB câ ph÷ìng tr¼nh x2 � 0, n¶n �iºm P câ to¤ �ë l : px0 : x1 : 0q, m°t kh¡c

ba �iºm P,D,C th¯ng h ng n¶n:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 x1 0

1 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ � 0 hay x0 � x1.
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Vªy P � p1 : 1 : 0q.

T÷ìng tü ta t½nh �÷ñc: R � p1 : 0 : 1q.

Ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng PR l :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 x1 x2

1 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ � 0 hay x0 � x1 � x2 � 0.

cán �÷íng th¯ng BC câ ph÷ìng tr¼nh x0 � 0.

Vªy to¤ �ë N � PRXBC l  N � p0 : 1 : �1q.

Ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng AD l :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0 x1 x2

1 0 0

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ � 0 hay x2 � x1 � 0.

Vªy to¤ �ë M � PRXAD l  M � p2 : 1 : 1q. Tø �â ta câ:

pMq � pP q � pRq, v  pNq � pP q � pRq

hay rP,R,M,N s � �1.

1.6 T¿ sè k²p cõa chòm bèn si¶u ph¯ng

1.6.1 Chòm si¶u ph¯ng

Trong khæng gian x¤ £nh Pn, tªp hñp c¡c si¶u ph¯ng còng �i qua mët pn� 2q - ph¯ng �÷ñc

gåi l  chòm si¶u ph¯ng, vîi gi¡ l  pn� 2q - ph¯ng �â.

D¾ nhi¶n mët chòm si¶u ph¯ng �÷ñc x¡c �ành khi cho gi¡ cõa nâ, ho°c cho hai si¶u ph¯ng n o

�â cõa chòm.

Gi£ sû trong Pn �¢ chån möc ti¶u x¤ £nh cho mët chòm si¶u ph¯ng, m  hai si¶u ph¯ng U v 

V cõa nâ l¦n l÷ñt câ ph÷ìng tr¼nh:

u0x0 � u1x1 � ...� unxn � 0 (1.5)

v 

v0x0 � v1x1 � ...� vnxn � 0 (1.6)

(khi �â gi¡ cõa chòm s³ câ ph÷ìng tr¼nh l  h» gçm hai ph÷ìng tr¼nh tr¶n). To¤ �ë cõa c¡c

si¶u ph¯ng �â l : U � pu0 : u1 : ... : unq v  V � pv0 : v1 : ... : vnq. Công nh÷ �èi vîi to¤ �ë c¡c

�iºm, ta k½ hi»u pUq v  pV q l¦n l÷ñt l  c¡c ma trªn cët to¤ �ë cõa c¡c si¶u ph¯ng U v  V.
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�ành lþ 1.6.1. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º si¶u ph¯ng W thuëc chòm x¡c �ành bði hai si¶u ph¯ng U

v  V l  ph÷ìng tr¼nh W câ d¤ng:

ppu0x0 � u1x1 � ...� unxnq � qpv0x0 � v1x1 � ...� vnvnq � 0 (1.7)

trong �â: p v  q khæng �çng thíi b¬ng 0.

ho°c, nâi c¡ch kh¡c l : ma trªn cët to¤ �ë cõa W câ d¤ng:

pW q � ppUq � qpV q.

Chùng minh. Gi£ sû si¶u ph¯ng W câ ph÷ìng tr¼nh:

w0x0 � w1x1 � ...� wnxn � 0 (1.8)

�i·u ki»n c¦n v  �õ �º W thuëc chòm x¡c �ành bði U, V l  W �i qua pn � 2q - ph¯ng câ

ph÷ìng tr¼nh l  h» gçm hai ph÷ìng tr¼nh (1.5) v  (1.6).�i·u �â x£y ra khi v  ch¿ khi h» gçm 3

ph÷ìng tr¼nh (1.5),(1.6),(1.8) l  phö thuëc, trong lóc h» (1.5) v  (1.6) l  �ëc lªp, hay khi v  ch¿

khi (1.8) l  ph÷ìng tr¼nh h» qu£ cõa (1.5) v  (1.6), tùc (1.8) câ d¤ng (1.7).

1.6.2 T¿ sè k²p cõa bèn si¶u ph¯ng thuëc mët chòm

�ành lþ 1.6.2. Cho bèn si¶u ph¯ng U, V,W,Z thuëc mët chòm, trong �â U, V,W �æi mët ph¥n

bi»t. N¸u d l  �÷íng th¯ng ct bèn si¶u ph¯ng �â l¦n l÷ñt t¤i c¡c �iºm A,B,C,D (khæng ct gi¡

cõa chòm) th¼ t¿ sè k²p cõa bèn �iºm �â khæng phö thuëc v o và tr½ cõa �÷íng th¯ng d.

T¿ sè k²p nâi tr¶n �÷ñc gåi l  t¿ sè k²p cõa chòm bèn si¶u ph¯ng, k½ hi»u rU, V,W,Zs.

Chùng minh. Ta chån möc ti¶u x¤ £nh n o �â v  gi£ sû �èi vîi nâ, c¡c si¶u ph¯ng �â câ ma trªn

cët to¤ �ë l  pUq, pV q, l :

pW q � p1pUq � q1pUq;

pZq � p2pUq � q2pUq,

cán c¡c �iºm A,B,C,D câ ma trªn cët to¤ �ë t÷ìng ùng l  pAq, pBq, pCq, pDq.

V¼ A P U,B P V n¶n: pUqtpAq � 0, pV qtpBq � 0, ngo i ra v¼ A,B ph¥n bi»t n¶n:

pUqtpBq � 0, pV qtpAq � 0. V¼ �iºm C n¬m tr¶n AB n¶n pCq � k1pAq � l1pBq, nâ l¤i n¬m tr¶n

W n¶n: pW qtpCq � 0 hay:

pp1pUq
t � q1pV q

tqpk1pAq � l1pBqq � 0
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Nh÷ vªy:

p1k1pUq
tpAq � q1l1pV q

tpBq � p1l1pUq
tpBq � q1k1pV q

tpAq � 0.

hay

p1l1pUq
tpBq � q1k1pV q

tpAq � 0.

Ta câ thº l§y k1 � p1pUq
tpBq v  l1 � �q1pV q

tpAq. T÷ìng tü nh÷ th¸ ta câ:

pDq � k2pAq � l2pBq

vîi:

k2 � p2pUq
tpBq, l2 � �q2pV q

tpAq.

Tø �â suy ra:

rA,B,C,Ds �
k2
l2

:
k1
l1

�
p2pUq

tpBq

q2pV qtpAq
:

p1pUq
tpBq

�q1pV qtpAq

�
p2
q2

:
p1
q1

khæng phö thuëc d.

Chó þ. Tø chùng minh �ành lþ tr¶n ta suy ra c¡ch t¼m t¿ sè k²p cõa chòm si¶u ph¯ng khi bi¸t

to¤ �ë cõa chóng �èi vîi mët möc ti¶u n o �â: N¸u c¡c si¶u ph¯ng U, V,W,Z câ ma trªn cët to¤

�ë l  pUq, pV q, pW q � p1pUq � q1pV q, pZq � p2pUq � q2pV q, th¼:

rU, V,W,Zs �
p2
q2

:
p1
q1

.

1.6.3 Chòm bèn si¶u ph¯ng �i·u ho 

Bèn si¶u ph¯ng U, V,W,Z cõa mët chòm �÷ñc gåi l  chòm bèn si¶u ph¯ng �i·u ho  n¸u

rU, V,W,Zs � �1. Khi �â ta cán nâi: C°p si¶u ph¯ng U, V chia �i·u ho  c°p si¶u ph¯ng W,Z.

1.6.4 H¼nh bèn c¤nh to n ph¦n

Trong m°t ph¯ng x¤ £nh P2 h¼nh gçm bèn �÷íng th¯ng trong �â khæng câ ba �÷íng th¯ng

n o �çng quy gåi l  h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n. Méi �÷íng th¯ng �â gåi l  mët c¤nh (câ 4 c¤nh).

Giao �iºm cõa hai c¤nh gåi l  mët �¿nh (câ 6 �¿nh). Hai �¿nh khæng n¬m tr¶n mët c¤nh gåi l 

hai �¿nh �èi di»n. �÷íng th¯ng nèi hai �¿nh �èi di»n gåi l  �÷íng ch²o (câ 3 �÷íng ch²o). Giao

cõa hai �÷íng ch²o gåi l  �iºm ch²o (câ 3 �iºm ch²o).
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�ành lþ 1.6.3. Trong h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n, hai �÷íng ch²o �i qua mët �iºm ch²o n o �â

chia �i·u háa hai �÷íng th¯ng nèi hai �iºm ch²o �â vîi hai �¿nh n¬m tr¶n �÷íng ch²o thù ba.

I

P

R
v

j
b

V S c

d

Q

K

a

Chùng minh. Gi£ sû a, b, c, d l  bèn c¤nh cõa h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n. C¡c �¿nh cõa nâ l :

P � aX b, Q � cX d, R � aX d, S � bX c, U � aX c, V � bX d.

C¡c �iºm ch²o l :

I � PQXRS, J � RS X UV, K � UV X PQ.

Ta ph£i chùng minh r¬ng c°p �÷íng th¯ng IJ, IK chia �i·u ho  c°p �÷íng th¯ng IU, IV.

Muèn vªy ta ch¿ c¦n chùng minh rJ,K,U, V s � �1. X²t h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n PQRS th¼ �i·u

ho  �â l  hiºn nhi¶n.

1.7 Nguy¶n tc �èi ng¨u

1.7.1 Ph²p �èi x¤ trong Pn

Ta k½ hi»u
±n l  tªp hñp t§t c£ c¡c ph¯ng trong Pn câ sè chi·u b² hìn n. Chån trong Pn mët

möc ti¶u x¤ £nh n o �â v  x¡c �ành ¡nh x¤ π :
±n

Ñ
±n nh÷ sau:

* N¸u A l  mët �iºm (tùc l  mët 0 - ph¯ng) th¼ πpAq l  si¶u ph¯ng câ to¤ �ë gièng nh÷

to¤ �ë cõa A, cö thº l  n¸u:

A � pa0 : a1 : ... : anq th¼: πpAq � pa0 : a1 : ... : anq.

N¸u U l  c¡i ph¯ng n o �â th¼:

πpUq �
£
XPU

πpXq.

(D÷îi �¥y ta s³ chùng minh r¬ng ppUq l  c¡i ph¯ng).
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1.7.2 C¡c t½nh ch§t cõa ph²p �èi x¤

a. Ph²p �èi x¤ bi¸n méi �iºm (0 - ph¯ng) th nh mët si¶u ph¯ng.

b. Ph²p �èi x¤ bi¸n m �iºm �ëc lªp th nh m si¶u ph¯ng �ëc lªp, bi¸n m �iºm
khæng �ëc lªp th nh m si¶u ph¯ng khæng �ëc lªp.

Thªt vªy, cho m �iºm Ai, i � 1, 2, ...,m vîi Ai � pai0 : ai1 : ... : ainq, khi �â πpAiq l  si¶u

ph¯ng câ to¤ �ë b¬ng to¤ �ë cõa Ai. X²t ma trªn paijq, i � 1, 2, ...,m; j � 0, 1, 2, ..., n.

Ta bi¸t r¬ng, m �iºm Ai �ëc lªp khi v  ch¿ khi ma trªn �â câ h¤ng b¬ng m, tùc l  khi v 

ch¿ khi m si¶u ph¯ng πpAiq �ëc lªp.

c. Ph²p �èi x¤ bi¸n r - ph¯ng th nh pn� r� 1q - ph¯ng.

Chùng minh. Gi£ sû cho r - ph¯ng U, ta l§y tr¶n nâ r � 1 �iºm �ëc lªp A0, A1, ..., ar, khi

�â, r�1 si¶u ph¯ng πpA0q, πpA1q, ..., πpArq công �ëc lªp (t½nh ch§t b), n¶n giao cõa chóng

l  c¡i ph¯ng V câ sè chi·u l  n� r � 1. Ta chùng minh: v � πpUq.

Tr÷îc ti¶n, theo �ành ngh¾a cõa πpUq, ta câ ngay πpUq � V. Vªy ch¿ cán ph£i chùng minh

πpUq � V.

Ta l§y mët �iºm X P U, th¼ r�2 �iºm A0, A1, ..., ar, X khæng �ëc lªp, vªy r�2 si¶u ph¯ng

πpA0q, πpA1q, ..., πpArq, πpXq khæng �ëc lªp, do �â:

πpXq � V hay πpUq � V.

d. Cho hai ph¯ng U,V. N¸u U � V th¼ πpVq � πpUq.

Thªt vªy, theo �ành ngh¾a

πpUq �
£
XPU

πpXq v  πpV q �
£
XPV

πpXq.

bði vªy, n¸u U � V th¼ πpV q � πpUq.

1.7.3 Nguy¶n tc �èi ng¨u

Hai c¡i ph¯ng U v  V trong khæng gian x¤ £nh Pn gåi l  quan h» li¶n thuëc n¸u mët trong

hai ph¯ng �â chùa ph¯ng kia: tùc l  U � V ho°c V � U. Khi �â ta nâi U thuëc V, ho°c V thuëc

U. Ch¯ng h¤n: n¸u �iºm A n¬m tr¶n �÷íng th¯ng a th¼ ta nâi: �iºm A thuëc �÷íng th¯ng a, ho°c

nâi �÷íng th¯ng a thuëc �iºm A. Nh÷ vªy, tø "thuëc" �çng ngh¾a vîi mët trong c¡c tø: "n¬m

tr¶n", "�i qua", "chùa", "chùa trong".
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Vîi c¡ch hiºu nh÷ vªy, ta câ thº nâi r¬ng: Ph²p �èi x¤ giú nguy¶n quan h» li¶n thuëc giúa c¡c

ph¯ng, câ ngh¾a l  n¸u U thuëc V th¼ πpUq thuëc πpV q.

B¥y gií gi£ sû M l  mët m»nh �· n o �â trong khæng gian x¤ £nh Pn, nâi v· c¡c ph¯ng v 

c¡c quan h» li¶n thuëc giúa chóng. N¸u trong m»nh �· �â c¡c tø "r - ph¯ng" �÷ñc thay b¬ng c¡c

tø "pn � r � 1q - ph¯ng", c¡c tø kh¡c giú nguy¶n th¼ ta �÷ñc m»nh �· mîi M�, gåi l  m»nh �·

�èi ng¨u cõa m»nh �· M. Cè nhi¶n, m»nh �· M l  �èi ng¨u cõa m»nh �· M�, bði vªy ta nâi M

v  M� l  c°p m»nh �· �èi ng¨u vîi nhau.

Tø t½nh ch§t cõa ph²p �èi x¤, ta câ k¸t qu£ sau �¥y gåi l  nguy¶n tc �èi ng¨u:

"Trong khæng gian x¤ £nh c°p m»nh �· �èi ng¨u vîi nhau ho°c còng �óng, ho°c
còng sai".

�º l m v½ dö, ta h¢y x²t m»nh �· sau trong Pn : "Câ mët v  ch¿ mët �÷íng th¯ng �i qua hai

�iºm ph¥n bi»t cho tr÷îc". Ta ph¡t biºu l¤i d÷îi d¤ng: "Câ mët v  ch¿ mët - ph¯ng thuëc hai

�iºm ph¥n bi»t cho tr÷îc". Khi �â, m»nh �· �èi ng¨u cõa nâ s³ l : "Câ mët v  ch¿ mët pn� 2q -

ph¯ng thuëc hai si¶u ph¯ng ph¥n bi»t cho tr÷îc", hay ph¡t biºu c¡ch kh¡c: "Hai si¶u ph¯ng ph¥n

bi»t luæn ct nhau theo mët pn� 2q - ph¯ng duy nh§t".

C°p m»nh �· �èi ng¨u tr¶n �¥y �·u �óng.

Ta l÷u þ �¸n c¡ch th nh lªp m»nh �· �èi ng¨u trong P2 v  P3 :

Trong P2, �º câ m»nh �· �èi ng¨u cõa m»nh �· M ta thay trong M c¡c tø "�iºm"

bði c¡c tø "�÷íng th¯ng" v  ng÷ñc l¤i, cán c¡c tø kh¡c giú nguy¶n.

Trong P3, �º câ m»nh �· �èi ng¨u cõa m»nh �· M ta thay trong M c¡c tø "�iºm"

bði c¡c tø "m°t ph¯ng" v  ng÷ñc l¤i, cán c¡c tø kh¡c giú nguy¶n.

1.7.4 Kh¡i ni»m �èi ng¨u

Mët kh¡i ni»m công câ kh¡i ni»m �èi ng¨u n¸u trong �ành ngh¾a cõa nâ, ta thay tø r - ph¯ng

bði tø pn� r � 1q - ph¯ng.

V½ dö 1.7.1. a. Kh¡i ni»m r �iºm �ëc lªp trong Pn, �÷ñc �ành ngh¾a l  "r - �iºm khæng còng

thuëc mët pr � 2q - ph¯ng" câ kh¡i ni»m �èi ng¨u l : r si¶u ph¯ng khæng còng thuëc mët

pn� r � 1q - ph¯ng". �â ch½nh l  kh¡i ni»m r si¶u ph¯ng �ëc lªp.

b. Trong P2 h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n v  h¼nh bèn c¤nh to n ph¦n l  c°p kh¡i ni»m �èi ng¨u.

c. Trong Pn, kh¡i ni»m chòm si¶u ph¯ng (tªp hñp c¡c si¶u ph¯ng còng �i qua mët pn � 2q

- ph¯ng) câ kh¡i ni»m �èi ng¨u l : Tªp hñp c¡c �iºm còng thuëc mët �÷íng th¯ng, ta gåi

chóng l  mët h ng �iºm.
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d. Cho bèn �iºm A,B,C,D th¯ng h ng, câ t¿ sè k²p rA,B,C,Ds � k. Qua ph²p �èi x¤, c¡c

si¶u ph¯ng πpAq, πpBq, πpCq, πpDq thuëc mët chòm v  tø �ành ngh¾a t¿ sè k²p cõa h ng

4 �iºm v  chòm 4 si¶u ph¯ng ta suy ra: rA,B,C,Ds � rπpAq, πpBq, πpCq, πpDqs. Bði

vªy ta nâi r¬ng: kh¡i ni»m t¿ sè k²p cõa h ng 4 �iºm v  t¿ sè k²p cõa chòm 4 si¶u ph¯ng

l  kh¡i ni»m �èi ng¨u.

e. Kh¡i ni»m h ng �iºm �i·u ho  v  chòm si¶u ph¯ng �i·u ho  l  c°p kh¡i ni»m �èi ng¨u.

1.8 Mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gian afin

1.8.1 X¥y düng mæ h¼nh

Gi£ sû Pn l  K - khæng gian x¤ £nh li¶n li¸t vîi K - khæng gian vector Vn�1. Gåi W l  mët

si¶u ph¯ng n o �â cõa Pn. �°t An � PnzW. Ta x¥y düng An th nh khæng gian afin b¬ng c¡ch

sau �¥y:

�÷a v o Pn mët möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu vîi c¡c �¿nh S1, S2, ..., Sn n¬m tr¶n W. Khi �â, si¶u

ph¯ng W s³ câ ph÷ìng tr¼nh x0 � 0.

N¸u �iºm X P An th¼ X câ to¤ �ë px0 : x1 : x2 : ... : xnq trong �â x0 � 0 (v¼ X khæng

thuëc W ). Bði vªy, n¸u ta �°t Xi �
xi

x0
, vîi i � 1, 2, ..., n th¼ ta �÷ñc mët bë thù tü gçm n

sè pX1, X2, ..., Xnq, vîi Xi P K. Nâ �÷ñc gåi l  to¤ �ë khæng thu¦n nh§t cõa �iºm X, v  vi¸t

X � pX1, X2, .., Xnq. Rã r ng l  câ mët song ¡nh tø tªp An tîi tªp Kn b¬ng c¡ch cho méi �iºm

t÷ìng ùng vîi to¤ �ë khæng thu¦n nh§t cõa nâ.

N¸u câ hai �iºm cõa An l  X � pX1, X2, ..., Xnq v  Y � Y1, Y2, ..., Yn th¼ ta k½ hi»u ÝÝÑXY l 

vector pY1 � X1, Y2 � X2, ..., Yn � Xnq cõa Kn (xem Kn l  khæng gian vector tr¶n tr÷íng K).

B¬ng c¡ch �â ta câ ¡nh x¤ φ : An � An Ñ Kn, tho£ m¢n c¡c ti¶n �· cõa khæng gian afin v  do

�â An trð th nh khæng gian afin n chi·u li¶n k¸t vîi khæng gian vector Kn.

1.8.2 Möc ti¶u afin trong mæ h¼nh

X²t möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu trong Pn nh÷ tr¶n. Gåi Ei l  giao �iºm cõa �÷íng th¯ng xSi, Ey

v  si¶u ph¯ng �i qua E v  qua måi �¿nh cõa möc ti¶u trø �¿nh Si, th¼ d¹ th§y to¤ �ë khæng thu¦n

nh§t cõa c¡c �iºm �â l :

E1 � p1, 0, 0, ..., 0q.

E2 � p0, 1, 0, ..., 0q.

.........

En � p0, 0, 0..., 1q.
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Ngo i ra, hiºn nhi¶n S0 � p0, 0, 0, ..., 0q. Bði vªy, n¸u ta �°t ÝÝÝÑS0Ei � ÝÑe i th¼ ta �÷ñc möc ti¶u

afin pS0,ÝÑe 1,ÝÑe 2, ...,ÝÑe nq, vi¸t tt l  pS0;ÝÑe iq, v  gåi l  möc ti¶u afin sinh ra bði möc ti¶u x¤ £nh

pSi, Eq .

N¸u �iºm X câ to¤ �ë khæng thu¦n nh§t:

X � pX1, X2, ..., xnq

th¼
ÝÝÑ
S0X � X1

ÝÑe 1 �X2
ÝÑe 2 � ...�Xn

ÝÑe n.

n¶n pX1, X2, ..., Xnq ch½nh l  to¤ �ë afin cõa X �èi vîi möc ti¶u afin pS0;ÝÑe iq.

1.8.3 C¡c ph¯ng trong mæ h¼nh

Ta chùng minh r¬ng: N¸u m - ph¯ng x¤ £nh U cõa Pn khæng n¬m tr¶n si¶u ph¯ng
W th¼ tªp U1 � UzW l  mët m - ph¯ng afin trong khæng gian afin An.

Thªt vªy, gi£ sû m - ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u pSi, Eq l :

ņ

j�0

uijxj � 0, i � 1, 2, ..., n�m.

trong �â ma trªn puijq i � 1, 2, ..., n�m; j � 0, 1, ..., n câ h¤ng b¬ng n�m.

V¼ U khæng n¬m tr¶n si¶u ph¯ng W, th¼ khi th¶m v o h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n mët ph÷ìng tr¼nh

thù n�m�1 l  x0 � 0 (h» ph÷ìng tr¼nh cõa W ) ta �÷ñc h» n�m�1 ph÷ìng tr¼nh m  ma trªn

c¡c h» sè câ h¤ng b¬ng n�m� 1. Tø �â, suy ra ma trªn puijq i � 1, 2, ..., n�m; j � 0, 1, ..., n

câ h¤ng b¬ng n�m.

B¥y gií, n¸u �°t U 1 � UzW th¼ méi �iºm X P U 1 câ to¤ �ë X � px0 : x1 : ... : xnq tho£ m¢n

h» n�m ph÷ìng tr¼nh tr¶n, �çng thíi x0 � 0. Tø �â, suy ra to¤ �ë afin pX1, X2, ..., Xnq cõa X

tho£ m¢n h» ph÷ìng tr¼nh:

ņ

j�1

uijXj � ui0 � 0, i � 1, 2, ..., n�m.

trong �â, ma trªn c¡c h» sè câ h¤ng b¬ng n�m. �i·u �â chùng tä r¬ng, U 1 � UzW l  mët

m - ph¯ng afin cõa khæng gian afin An.

1.8.4 Thº hi»n sü song song cõa c¡c ph¯ng trong mæ h¼nh

Cho r - ph¯ng x¤ £nh U v  s - ph¯ng x¤ £nh V trong khæng gian x¤ £nh Pn, khæng n¬m tr¶n

si¶u ph¯ng W, vîi r ¤ s. Ta bi¸t r¬ng khi �â U XW v  V XW l  c¡c ph¯ng x¤ £nh câ sè chi·u

l¦n l÷ñt l  r � 1 v  s� 1.
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Ta chùng minh r¬ng: N¸u U XW � V XW th¼ r - ph¯ng afin U 1 � UzW song song vîi s -

ph¯ng afin V 1 � V zW.

Thªt vªy, gi£ sû r - ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh:
ņ

j�0

uijxj � 0, i � 1, 2, ..., n� r.

Giao U XW câ ph÷ìng tr¼nh:$'&
'%

°n
j�1 uijxj � 0, i � 1, 2..., n� r.

x0 � 0.

V¼ U khæng n¬m tr¶n W n¶n ma trªn puijq i � 1, 2, ..., n � r; j � 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng

n� r.

T÷ìng tü, n¸u s - ph¯ng V câ ph÷ìng tr¼nh:
ņ

j�0

vijxj � 0, i � 1, 2, ..., n� s.

Th¼ giao V XW câ ph÷ìng tr¼nh:$'&
'%

°n
j�1 vijxj � 0, i � 1, 2..., n� s.

x0 � 0.

Trong �â ma trªn pvijq i � 1, 2, ..., n� s; j � 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng n� s.

Ph÷ìng tr¼nh cõa r - ph¯ng afin U 1 � UzW �èi vîi möc ti¶u afin sinh bði möc ti¶u x¤ £nh l :
ņ

j�1

uijXi � ui0 � 0, i � 1, 2, ..., n� r.

cán ph÷ìng tr¼nh cõa V 1 l :
ņ

j�1

vijXi � vi0 � 0, i � 1, 2, ..., n� s.

Tø �i·u ki»n U XW � V XW ta suy ra h» ph÷ìng tr¼nh cõa V XW l  h» qu£ cõa ph÷ìng

tr¼nh cõa U XW. Tø �â suy ra ÝÑU
1
�
ÝÑ
V

1
, hay U 1 song song vîi V 1.

V½ dö 1.8.1. N¸u gåi a v  b l  hai �÷íng th¯ng trong Pn, khæng n¬m tr¶n W, v  ct nhau t¤i

mët �iºm M thuëc W th¼ khi bä �i �iºm M ta cán l¤i hai �÷íng th¯ng afin a1 v  b1 song song.

V¼ l³ �â, �iºm M tuy khæng thuëc �÷íng th¯ng afin a v  b, ta v¨n gåi nâ l  "�iºm væ tªn" cõa a

v  cõa b. V  nh÷ vªy, hai �÷íng th¯ng l  song song khi chóng câ chung �iºm væ tªn. N¸u �iºm

M væ tªn câ to¤ �ë x¤ £nh M � p0 : m1 : m2 : ... : mnq th¼ c¡c �÷íng th¯ng afin �i qua M câ

còng vector ch¿ ph÷ìng l  ÝÑm � pm1,m2, ...,mnq. Nh÷ vªy, câ thº nâi méi �iºm væ tªn x¡c �ành

ra mët ph÷ìng cõa c¡c �÷íng th¯ng song song.

Si¶u ph¯ng x¤ £nh W �÷ñc gåi l  "si¶u ph¯ng væ tªn" cõa khæng gian afin. Méi m - ph¯ng x¤

£nh n¬m tr¶n W công gåi l  "m - ph¯ng væ tªn".
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1.8.5 Þ ngh¾a afin cõa t¿ sè k²p v  þ ngh¾a x¤ £nh cõa t¿ sè �ìn

Tr¶n mæ h¼nh An � PnzW cõa khæng gian afin cho bèn �iºm th¯ng h ng v  ph¥n bi»t

A,B,C,D. �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån (khi x¥y düng mæ h¼nh), gi£ sû to¤ �ë cõa A v  B

l : A � p1 : a1 : a2 : ... : anq, B � p1 : b1 : b2 : ... : bnq.Khi �â, to¤ �ë cõa C v  D l :

C � pk1 � l1 : k1a1 � l1b1 : k1a2 � l1b2 : ... : k1an � l1bnq.

D � pk2 � l2 : k2a1 � l2b1 : k2a2 � l2b2 : ... : k2an � l2bnq.

Theo �ành ngh¾a cõa t¿ sè k²p trong khæng gian x¤ £nh Pn ta câ:

rA,B,C,Ds �
k2
l2

:
k1
l1
.

B¥y gií ta h¢y t¼m tåa �ë afin cõa c¡c �iºm A,B,C,D �èi vîi möc ti¶u afin sinh bði möc

ti¶u x¤ £nh nâi tr¶n. D¹ d ng th§y:

A � pa1, a2, ..., anq, B � pb1, b2, ..., bnq,

C � pc1, c2, ..., cnq, D � pd1, d2, ..., dnq.

trong �â:

ci �
k1ai � l1bi
k1 � l1

; di �
k2ai � l2ai
k2 � l2

; vîi i � 1, 2, ..., n.

tø �â ta câ:

ai � ci � ai �
k1ai � l1bi
k1 � l1

�
l1pai � biq

k1 � l1
,

bi � ci � bi �
k1ai � l1bi
k1 � l1

�
�k1pai � biq

k1 � l1
.

Theo �ành ngh¾a t¿ sè �ìn cõa ba �iºm th¯ng h ng trong khæng gian afin, ta câ:

pA,B,Cq � �
l1
k1

.

T÷ìng tü ta câ: pA,B,Dq � �
l2
k2

.

V¼ vªy, rA,B,C,Ds � pA,B,Cq : pA,B,Dq.

Nh÷ vªy, trong khæng gian afin câ thº �ành ngh¾a t¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng A,B,C,D

l  t¿ sè cõa hai t¿ sè �ìn pA,B,Cq v  pA,B,Dq.

�°c bi»t, n¸u ta l§y bèn �iºm th¯ng h ng A,B,C,D trong �â D n¬m tr¶n W (nâi c¡ch kh¡c

D l  �iºm væ tªn cõa �÷íng th¯ng �i qua A,B,C) th¼ k2 � l2 � 0, n¶n:

rA,B,C,Ds � �
l1
k1

� pA,B,Cq.
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Bði vªy, ta câ thº nâi: T¿ sè �ìn cõa ba �iºm th¯ng h ng A,B,C l  t¿ sè k²p cõa ba
�iºm �â v  �iºm væ tªn cõa �÷íng th¯ng �i qua chóng.

N¸u t¿ sè �ìn �â b¬ng �1, tùc l  khi B l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng AB, ta câ thº nâi:

Trung �iºm cõa �o¤n AB l  �iºm còng vîi �iºm væ tªn cõa �÷íng th¯ng AB chia
�i·u ho  c°p �iºm A,B.

1.8.6 �p döng

Sau khi �¢ bä �i mët si¶u ph¯ng W n o �â cõa khæng gian x¤ £nh Pn ta �÷ñc khæng gian

afin An. Khi �â, mët sü ki»n h¼nh håc n o �â trong Pn s³ trð th nh mët sü ki»n trong An.

B¬ng c¡ch �â, tø mët �ành lþ cõa h¼nh håc x¤ £nh ta câ thº suy ra mët sè �ành l½ cõa h¼nh

håc afin.

�º minh ho¤, ta x²t �ành l½ Papuþt trong P2 :

"Trong P2 cho s¡u �iºm ph¥n bi»t A0,B0,C0,A1,B1,C1, trong �â A0,B0,C0 th¯ng
h ng v A1,B1,C1 th¯ng h ng. Khi �â ba giao �iºmA2 � B0C1 XB1C0,B2 � C0 XC1A0,

C2 � A0B1 XA1B0 công th¯ng h ng".

O

A0

B0

C0

C2 B2

A2

A1 B1 C1

a. Gåi O l  giao �iºm cõa hai �÷íng th¯ng A0B0 v  A1B1. Chån �÷íng th¯ng �i qua �iºm

C0, C1 l m �÷íng th¯ng væ tªn W, v  x²t m°t ph¯ng afin A2 � P2zW. Khi �â, c¡c h¼nh bèn

�¿nh OA0B2A1 v  OB0A2B1 trð n¶n nhúng h¼nh b¼nh h nh do câ nhúng c¤nh �èi song

song. Vªy ta câ �ành lþ sau �¥y trong m°t ph¯ng afin:
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B0

A0
B2

O A1 B1

A2

"Cho hai h¼nh b¼nh h nh OA0B2A1 v  OB0A2B1, trong �â O,A0,B0 th¯ng
h ng, O,A1,B1 th¯ng h ng. Khi �â ba �iºm A2,B2,C2 � A0B0 XA1B0 th¯ng
h ng".

b. Chån �÷íng th¯ng �i qua A0, B0, C0 l  �÷íng th¯ng væ tªn W, ta câ �ành lþ sau tr¶n m°t

ph¯ng afin:

C2

B2

A2

A1 B1 C1

"Cho ba �iºm A1,B1,C1 th¯ng h ng, gåi A2,B2,C2 l  nhúng �iºm sao cho
A1C2{{C1A2,A1B2{{B1A2,B1C2{{C1B2.Khi �â, ba �iºmA2,B2,C2 th¯ng h ng".

Ta chó þ r¬ng, n¸u �ành lþ (a) ho°c (b) �¢ �÷ñc chùng minh (b¬ng ki¸n thùc cõa h¼nh håc

afin) th¼ �ành lþ Papuþt công �÷ñc chùng minh. �i·u �â câ ngh¾a l : Tø mët �ành lþ cõa

h¼nh håc afin ta công suy ra �÷ñc mët �ành lþ cõa h¼nh håc x¤ £nh.

�º l m v½ dö, ta x²t �ành lþ sau �¥y trong m°t ph¯ng afin: "Ba trung tuy¸n trong tam
gi¡c �çng quy".

Gi£ sû AA1, BB1, CC 1 l  c¡c �÷íng trung tuy¸n cõa tam gi¡c ABC. N¸u gåi A1, B1, C1 l¦n

l÷ñt l  �iºm væ tªn cõa c¡c �÷íng th¯ng BC,CA,AB th¼ rB,C,A1, A1s � rC,A,B1, B1s �

rA,B,C 1, C1s � �1. Nh÷ng trong m°t ph¯ng x¤ £nh �iºm væ tªn b¼nh �¯ng nh÷ nhúng �iºm

kh¡c. Bði vªy, ta câ �ành lþ x¤ £nh sau �¥y:

"Cho ba �iºm khæng th¯ng h ngA,B,C v  mët �÷íng th¯ng d khæng �i qua chóng,
ct c¡c �÷íng th¯ng Bc,CA,AB l¦n l÷ñt t¤i A1,B1,C1. Gåi A1,B1,C1 l  c¡c �iºm
sao cho: rB,C,A1,A1s � rC,A,B1,B1s � rA,B,C1,C1s � �1. Khi �â, ba �÷íng th¯ng
AA1,BB1,CC1 �çng quy".

Chó þ r¯ng, �ành lþ �â l  mët tr÷íng hñp cõa �ành lþ X¶va.
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1.9 C¡c ph¦n tû £o trong khæng gian x¤ £nh thüc

1.9.1 C¡c ph¦n tû £o trong khæng gian x¤ £nh phùc

Ta h¢y x²t PnpCq mët khæng gian x¤ £nh n chi·u trong tr÷íng sè phùc C. Gåi tSi;Eu l  mët

möc ti¶u x¤ £nh cè �ành cõa PnpCq.

�ành ngh¾a 1.9.1. �iºm X �÷ñc gåi l  �iºm thüc cõa PnpCq n¸u nâ câ mët to¤ �ë gçm bë n�1

sè thüc. �iºm X gåi l  �iºm £o n¸u nâ khæng ph£i l  �iºm thüc.

Mët m - ph¯ng cõa PnpCq gåi l  m - ph¯ng thüc n¸u nâ câ ph÷ìng tr¼nh m  h» sè l  nhúng

sè thüc. Mët m - ph¯ng gåi l  £o n¸u nâ khæng thüc.

V½ dö 1.9.1. C¡c �¿nh Si v  �iºm E cõa möc ti¶u l  c¡c �iºm thüc. �iºm pi : �2i : 3iq trong

P2pCq l  �iºm thüc (ð �¥y i k½ hi»u cho �ìn và £o: i2 � �1) v¼ câ thº l§y to¤ �ë cõa nâ l 

p1 : �2 : 3q. �iºm p1 : i : 0q l  �iºm £o.

Trong P3pCq �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh:

p1� iqx0 � p2� iqx1 � p2� iqx2 � p1� iqx3 � 0.

p1� 2iqx0 � 2p1� iqx1 � 2p1� iqx2 � p1� 2iqx3 � 0.

l  �÷íng th¯ng thüc, v¼ d¹ th§y h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi h» ph÷ìng tr¼nh:
$'&
'%

x0 � 2x1 � 2x2 � x3 � 0.

�x0 � x1 � x2 � x3 � 0.

Cán �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh:

x0 � ix1 � 0, x0 � x1 � 0 l  �÷íng th¯ng £o.

Chó þ r¬ng, �ành ngh¾a tr¶n phö thuëc v o vi»c chån möc ti¶u. N¸u thay �êi möc ti¶u th¼ mët

�iºm thüc câ thº trð th nh �iºm £o v  ng÷ñc l¤i.

Công chó þ r¬ng, tr¶n c¡c m - ph¯ng thüc nhúng �iºm £o v  tr¶n c¡c m - ph¯ng £o công câ

thº câ c¡c �iºm thüc.

1.9.2 C¡c ph¦n tû li¶n hñp trong PnpCq

Vîi méi sè phùc z � a� ib pa, b P Rq, ta k½ hi»u sè phùc li¶n hñp cõa nâ l  z � a� ib.

Hai �iºm X v  X 1 cõa PnpCq gåi l  li¶n hñp vîi nhau n¸u chóng câ c¡c to¤ �ë t÷ìng ùng li¶n

hñp vîi nhau. Hiºn nhi¶n, méi �iºm thüc �·u li¶n hñp vîi ch½nh nâ.

Hai m - ph¯ng cõa PnpCq gåi l  li¶n hñp vîi nhau n¸u chóng câ hai ph÷ìng tr¼nh câ c¡c h»

sè t÷ìng ùng li¶n hñp vîi nhau.
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�ành lþ 1.9.2. N¸u m - ph¯ng U �i qua m� 1 �iºm �ëc lªp cõa PnpCq, trong �â c¡c �iºm ho°c

l  thüc, ho°c �æi mët li¶n hñp vîi nhau th¼ U l  m - ph¯ng thüc.

Chùng minh. Gi£ sû m - ph¯ng U �i qua m � 1 �iºm �ëc lªp M0,M1, ...,Mm. N¸u trong �â câ

hai �iºm li¶n hñp l  Mi v  Mj th¼ ta thay chóng bði hai �iºm M 1
i v  M 1

j câ to¤ �ë:

pM 1
iq � pMiq � pMjq v  pM 1

jq � pMiq � pMjq. Khi �â hiºn nhi¶n Mi v  Mj l  nhúng �iºm

thüc n¬m tr¶n �÷íng th¯ng MiMj . Cán n¸u Mk l  �iºm thüc th¼ ta k½ hi»u nâ l  M 1
k. Nh÷ vªy ta

�÷ñc m� 1 �iºm thüc M 1
0,M

1
1, ...,M

1
m. Chóng �ëc lªp v¼ n¸u khæng th¼ ta s³ câ pm� 1q - ph¯ng

�i qua chóng v  do �â �i qua m� 1 �iºm Mi, tùc m� 1 �iºm Mi khæng �ëc lªp.

V¼ m - ph¯ng U �i qua m� 1 �iºm thüc M 1
i n¶n U l  m - ph¯ng thüc.

Tr÷íng hñp ri¶ng: �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm thüc ho°c hai �iºm £o li¶n hñp l  �÷íng th¯ng

thüc.

Chùng minh t÷ìng tü, ta câ k¸t qu£ sau:

�ành lþ 1.9.3. N¸u m - ph¯ng U l  giao cõa n�m si¶u ph¯ng, trong �â c¡c si¶u ph¯ng ho°c l 

thüc ho°c l  �æi mët £o li¶n hñp, th¼ U l  m - ph¯ng thüc.

Tr÷íng hñp ri¶ng: Giao cõa hai si¶u ph¯ng £o li¶n hñp l  mët pn� 2q - ph¯ng thüc.

1.9.3 Quan h» giúa khæng gian x¤ £nh thüc v  phùc n chi·u.

�ành lþ 1.9.4. Tªp hñp t§t c£ c¡c �iºm thüc cõa khæng gian PnpCq l  mët khæng gian x¤ £nh

thüc n chi·u, m  c¡c m - ph¯ng cõa nâ l  tªp hñp c¡c �iºm thüc n¬m trong mët m - ph¯ng thüc

cõa PnpCq.

Chùng minh. K½ hi»u
±n l  tªp hñp c¡c �iºm thüc cõa PnpCq. Gåi PnpRq l  khæng gian x¤ £nh

thüc n chi·u vîi mët möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån, ta x¥y düng mët �ìn ¡nh:

q : PnpRq Ñ PnpCq nh÷ sau:

N¸u �iºm X P PnpRq câ to¤ �ë nh÷ th¸ n o th¼ �iºm qpXq P PnpCq công câ to¤ �ë nh÷ th¸.

Rã r ng l  khi �â qpPnpRqq �
±n v  q|PnpRq : PnpRq Ñ

±n l  song ¡nh.

Méi m - ph¯ng U cõa PnpRq câ ph÷ìng tr¼nh nh÷ th¸ n o th¼ qpUq l  tªp hñp c¡c �iºm thüc

cõa PnpCq trong m - ph¯ng thüc câ ph÷ìng tr¼nh �óng nh÷ th¸ trong PnpCq.

Bði th¸ ta câ thº �çng nh§t
±n vîi PnpRq v  do �â

±n l  khæng gian x¤ £nh nh÷ �¢ nâi

trong �ành lþ. Möc ti¶u trong PnpRq công ch½nh l  möc ti¶u �¢ chån trong PnpCq.

B�I T�P CH×ÌNG 1
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B i tªp 1.1. Chùng minh r¬ng trong khæng gian x¤ £nh P2 :

a. Qua hai �iºm ph¥n bi»t câ mët v  ch¿ mët �÷íng th¯ng.

b. Hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t câ duy nh§t mët �iºm chung.

B i tªp 1.2. Chùng minh r¬ng trong khæng gian x¤ £nh P3 :

a. Câ nhúng c°p �÷íng th¯ng khæng câ �iºm chung (ta gåi chóng l  ch²o nhau).

b. Mët �÷íng th¯ng v  mët m°t ph¯ng luæn câ �iºm chung..

B i tªp 1.3. Chùng minh c¡c m»nh �· sau �¥y trong khæng gian Pn :

a. Giao (theo ngh¾a tªp hñp) cõa hai ph¯ng n¸u khæng réng l  ph¯ng n o �â.

b. p - ph¯ng v  pn� pq - ph¯ng luæn luæn câ �iºm chung.

c. Giao cõa mët si¶u ph¯ng v  mët m - ph¯ng khæng n¬m tr¶n si¶u ph¯ng �â l  mët pm� 1q

- ph¯ng.

B i tªp 1.4. Cho U, V l  c¡c ph¯ng trong Pn. Ta gåi c¡i ph¯ng b² nh§t chùa U v  V l  têng cõa

U v  V, v  k½ hi»u l  U � V. Chùng minh r¬ng:

a. U � V l  giao cõa t§t c£ c¡c ph¯ng chùa c£ U v  V.

b. dimpU � V q � dimU � dimV � dimpU X V q, n¸u U X V � H.

dimpU � V q � dimU � dimV � 1, n¸u U X V � H.

B i tªp 1.5. Trong m - ph¯ng, h» �iºm �ëc lªp câ thº câ nhi·u nh§t l  bao nhi¶u �iºm?

B i tªp 1.6. Têng cõa r �iºm (méi �iºm xem l  mët 0 - ph¯ng) l  c¡i ph¯ng câ sè chi·u lîn

nh§t l  bao nhi¶u? B² nh§t l  bao nhi¶u?

B i tªp 1.7. H» k � 1 �iºm pk ¥ 2) cõa Pn gåi l  h» �iºm phö thuëc ð và tr½ têng qu¡t n¸u h»

�â khæng �ëc lªp, nh÷ng måi h» con thüc sü cõa nâ �·u �ëc lªp.

Gi£ sû S0, S1, ..., Sk l  h» �iºm phö thuëc ð và tr½ têng qu¡t. Chùng minh r¬ng n¸u 1 ¥ p ¥ k�2

th¼ giao cõa xS0, S1, .., Spy vîi xSp�1, Sp�2, ..., Sky l  mët �iºm P, v  h» Sp�1, Sp�2, ..., Sk, P l 

h» phö thuëc ð và tr½ têng qu¡t.

B i tªp 1.8. Trong Pn cho h» �iºm �ëc lªp S0, S1, ..., Sk. Chùng minh r¬ng, ph¯ng xS0, S1, .., Spy

v  ph¯ng xSp�1, Sp�2, ..., Sky khæng câ �iºm chung.

B i tªp 1.9. Trong ph¯ng P2 cho bèn �iºm A,B,C,D trong �â khæng câ ba �iºm n o th¯ng

h ng. Tr¶n c¡c �÷íng th¯ng AB,BC,CD,DA l¦n l÷ñt l§y c¡c �iºm M,N,P,Q sao cho chóng

�·u khæng tròng vîi 4 �iºm �¢ cho. Chùng minh r¬ng, n¸u ba �÷íng th¯ng MN,AC,PQ �çng

quy th¼ ba �÷íng th¯ng MQ,BD,NP công �çng quy v  ng÷ñc l¤i.
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B i tªp 1.10. Gåi Sn l  si¶u c¦u thüc trong khæng gian Ìclit En�1. tSnu l  tªp c¡c c°p �iºm

xuy¶n t¥m �èi cõa Sn.

a. Chùng tä r¬ng, tSnu câ thº xem l  mët mæ h¼nh cõa khæng gian x¤ £nh n chi·u li¶n k¸t vîi
ÝÑE

n�1
.

b. Trong mæ h¼nh tr¶n, c¡c m - ph¯ng cõa tSnu l  nhúng tªp hñp n o?

B i tªp 1.11. Gåi Sn�1 l  si¶u c¦u thüc trong khæng gian Ìclit n chi·u En, rSn�1s l  tªp hñp

t§t c£ nhúng �iºm n¬m trong v  tr¶n Sn�1.

a. H¢y l m cho rSn�1s trð th nh khæng gian x¤ £nh n chi·u.

b. Trong khæng gian x¤ £nh �â c¡c m - ph¯ng l  nhúng tªp n o?

B i tªp 1.12. Trong m°t ph¯ng afin cho tam gi¡c ABC vîi ba trung tuy¸n AD,BE,CF ct

nhau ð G.

Ta gåi A,B,C,D,E, F,G l  nhúng �iºm, c¡c �÷íng th¯ng l  nhúng tªp hñp tA,B, F u, tB,C,Du,

tC,E,Au, tA,D,Gu, tB,E,Gu, tC,F,Gu; tD,E, F u (câ t§t c£ 7 �iºm v  7 �÷íng th¯ng).

Chùng tä r¯ng, �â l  mët mæ h¼nh cõa m°t ph¯ng x¤ £nh tr¶n tr÷íng K câ �°c sè 2.

B i tªp 1.13. Ta l§y 13 �iºm Pi, vîi i � 0, 1, 2..., 12, 13 tr¶n �÷íng th¯ng pi, i � 0, 1, 2, ..., 12.

Ta gåi �iºm Pi l  n¬m tr¶n �÷íng th¯ng Pj n¸u i� j � 0, 1, 3, 9 (mod 13q. Chùng tä r¬ng �â l 

mæ h¼nh cõa m°t ph¯ng x¤ £nh tr¶n tr÷íng K câ �°c sè 3. H¢y t¼m 4 �iºm n¯m tr¶n méi �÷íng

th¯ng v  t¼m 4 �÷íng th¯ng �i qua mët �iºm.

B i tªp 1.14. Cho möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu trong khæng gian x¤ £nh Pn. T¼m �i·u ki»n �º �iºm

X � px0 : x1 : ... : xnq n¬m tr¶n m - ph¯ng to¤ �ë xS0, S1, ..., Smy.

B i tªp 1.15. Trong Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån, cho r �iºm A1, A2, ..., Ar bi¸t to¤ �ë cõa

chóng l  Ai � pai0 : ai1 : ... : ainq, i � 1, 2, ..., r. T¼m �i·u ki»n �º r �iºm �â �ëc lªp.

B i tªp 1.16. Trong P2 vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån, cho c¡c �iºm A � pa0 : a1 : a2q, B � pb0 :

b1 : b2q, C � pc0 : c1 : c2q. Chùng minh r¬ng, A,B,C th¯ng h ng khi v  ch¿ khi:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

b0 b1 b2

c0 c1 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ � 0.

B i tªp 1.17. Trong khæng gian x¤ £nh P2 cho möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu.

Gåi: E0 � S0E X S1S2;E1 � S1E X S0S2;E2 � S2E X S0S1;E
1
0 � E1E2 X S1S2;E

1
1 � E0E2 X

S0S2;E
1
2 � E0E1 X S0S1. T¼m to¤ �ë cõa c¡c �iºm E0, E1, E2, E

1
0, E

1
1, E

1
2.
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B i tªp 1.18. Trong khæng gian x¤ £nh Pn x²t möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu. Gåi Ek l  giao �iºm

cõa �÷íng th¯ng SkE v  si¶u ph¯ng �i qua c¡c �¿nh cõa möc ti¶u, trø �¿nh Sk. H¢y t¼m to¤ �ë

cõa �iºm Ek.

B i tªp 1.19. Vi¸t cæng thùc �êi to¤ �ë trong P2 trong c¡c tr÷íng hñp sau �¥y:

a. Tø möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu sang möc ti¶u tS2, S0, S1;Eu

b. Tø möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu sang möc ti¶u tS0, S1, S2;E
1u bi¸t to¤ �ë �iºm E1 �èi vîi möc

ti¶u thù nh§t l  E1 � pa0 : a1 : a2q.

c. Tø möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu sang möc ti¶u tE,S0, S1, S2u.

B i tªp 1.20. Trong P3 cho möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, S2, S3;Eu cho c¡c �iºm:

S1
0 � p1 : �1 : 0 : 0q;

S1
1 � p0 : 1 : 1 : 1q;

S1
2 � p0 : 0 : 1 : �1q;

S1
3 � p1 : 0 : 0 : �1q.

Chùng minh r¬ng, tS1
0, S

1
1, S

1
2, S

1
3;Eu l  mët möc ti¶u x¤ £nh. T¼m ma trªn chuyºn tø möc

ti¶u thù nh§t sang möc ti¶u thù hai.

C¡c b i tªp sau �¥y �·u x²t trong khæng gian x¤ £nh vîi möc ti¶u cho tr÷îc.

B i tªp 1.21. Trong P2, chùng minh r¬ng:

a. Ba �iºm th¯ng h ng khi v  ch¿ khi ma trªn gçm ba cët to¤ �ë cõa chóng câ �ành thùc b¬ng

0.

b. Ba �÷íng th¯ng �çng quy khi v  ch¿ khi ma trªn gçm ba cët to¤ �ë cõa chóng câ �ành thùc

b¬ng 0.

c. N¸u cho hai �iºm:

A � pa0 : a1 : a2q v  B � pb0 : b1 : b2q th¼ �÷íng th¯ng xA,By câ to¤ �ë pu0 : u1 : u2q,

trong �â:

u0 �

∣∣∣∣∣∣a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣∣ u1 �

∣∣∣∣∣∣a2 a0

b2 b0

∣∣∣∣∣∣ u2 �

∣∣∣∣∣∣a0 a1

b0 b1

∣∣∣∣∣∣
d. N¸u cho hai �÷íng th¯ng:

p � pp0 : p1 : p2q v  q � pq0 : q1 : q2q th¼ giao �iºm cõa chóng câ to¤ �ë l :
�
��
∣∣∣∣∣∣p1 p2

q1 q2

∣∣∣∣∣∣ :
∣∣∣∣∣∣p2 p0

q2 q0

∣∣∣∣∣∣ :
∣∣∣∣∣∣p0 p1

q0 q1

∣∣∣∣∣∣
�
�
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B i tªp 1.22. Trong Pn cho n �iºm �ëc lªp Ai � pai0 : ai1 : ...ainq, i � 1, 2, ..., n. Chùng minh

r¬ng, ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa si¶u ph¯ng �i qua Ai câ thº vi¸t d÷îi d¤ng:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 x1 x2 . . . xn

a10 a11 a12 . . . a1n

a20 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

an0 an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
� 0.

B i tªp 1.23. Chùng minh �ành lþ Papuþt (Pappus) trong P2 : Cho 6 �iºm ph¥n bi»t v  khæng

th¯ng h ng A0, B0, C0, A1, B1, C1, trong �â, A0, B0, C0 th¯ng h ng v  A1, B1, C1 th¯ng h ng. Gåi

:

A2 � B0C1 XB1C0;

B2 � A0C1 XA1C0;

C2 � A0B1 XA1B0.

Chùng minh r¬ng, ba �iºm A2, B2, C2 th¯ng h ng.

B i tªp 1.24. Trong P2 cho möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu. Gåi:

E0 � S0E X S1S2,

E1 � S1E X S0S2,

E2 � S2E X S0S1.

Chùng minh r¬ng, c¡c giao �iºm EiEj X SiSj vîi i � j, n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng.

B i tªp 1.25. Trong P3 cho ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa hai �÷íng th¯ng. T¼m �i·u ki»n (v· c¡c

h» sè cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh) �º hai �÷íng th¯ng �â khæng ct nhau. Chùng tä r¬ng, �â công l 

�i·u ki»n �º hai �÷íng th¯ng §y khæng n¬m tr¶n mët m°t ph¯ng.

B i tªp 1.26. Trong P3 cho ph÷ìng tr¼nh têng qu¡t cõa hai �÷íng th¯ng d v  d1 khæng câ �iºm

chung, v  cho tåa �ë cõa �iºm M khæng n¬m tr¶n d v  d1. H¢y vi¸t ph÷ìng tr¼nh �÷íng th¯ng �i

qua M ct c£ d v  d1.

B i tªp 1.27. Chùng minh r¬ng, r si¶u ph¯ng �ëc lªp khi v  ch¿ khi chóng khæng còng �i qua

mët pn� r � 1q - ph¯ng.

B i tªp 1.28. Trong P3 cho 4 �iºm:

A � p1 : �1 : 1 : �1q, B � p0 : 1 : �1 : 0q,

C � p1 : 0 : 0 : �1q, D � pp : �p� q : p� q : �pq.

Chùng minh r¬ng 4 �iºm �â th¯ng h ng v  t¼m t¿ sè k²p rA,B,C,Ds. Vîi gi¡ trà n o cõa p

v  q th¼ A,B,C,D l  h ng �iºm �i·u ho ?
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B i tªp 1.29. Trong P2 cho 3 �iºm A,B,C khæng th¯ng h ng, 3 �iºm P,Q,R l¦n l÷ñt thuëc c¡c

�÷íng th¯ng BC,CA v  AB v  khæng tròng vîi c¡c �iºm A,B,C.

a. E l  �iºm khæng thuëc c¡c �÷íng th¯ng BC,CA,AB.

Gåi A1 � AE X BC,B1 � BE X CA,C 1 � CE X AB. Chùng minh r¬ng, t½ch sè:

rB,C,A1, P s.rC,A,B1, Qs.rA,B,C 1, Rs b¬ng 1 l  �i·u ki»n c¦n v  �õ �º c¡c �÷íng th¯ng

AP,BQ,CR �çng quy, v  t½ch sè �â b¬ng �1 l  �i·u ki»n c¦n v  �õ �º 3 �iºm P,Q,R

th¯ng h ng.

b. Mët �÷íng th¯ng d khæng �i qua A,B,C v  ct c¡c �÷íng th¯ng BC,CA v  AB l¦n l÷ñt

t¤i A”, B”, C”. Chùng minh r¬ng t½ch sè rB,C,A”, P s.rC,A,B”, Qs.rA,B,C”, Rs b¬ng 1

l  �i·u ki»n c¦n v  �õ �º P,Q,R th¯ng h ng, b¬ng �1 l  �i·u ki»n c¦n v  �õ �º 3 �÷íng

th¯ng AP,BQ,CR �çng quy (�ành lþ X¶va (Ceva) v  �ành lþ M¶n¶lauþt (Menelaus)).

B i tªp 1.30. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh cho 3 �iºm th¯ng h ng v  ph¥n bi»t A,B,C. Ch¿ dòng

th÷îc (�º v³ c¡c �÷íng th¯ng) h¢y düng �iºm D sao cho rA,B,C,Ds � �1.

B i tªp 1.31. Cho 4 �iºm ph¥n bi»t th¯ng h ng A,B,C,D sao cho rA,B,C,Ds ¡ 0. Chùng

minh r¬ng câ c°p �iºm P,Q duy nh§t sao cho rA,B, P,Qs � rC,D, P,Qs � �1.

B i tªp 1.32. Trong P2 cho bèn �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh l¦n l÷ñt l :

x0 � x1 � 2x2 � 0; 3x1 � x2 � 0;

x0 � 2x1 � 3x2 � 0; 3x0 � 7x2 � 0.

Chùng tä r¬ng, chóng còng thuëc mët chòm �÷íng th¯ng x¡c �ành tåa �ë t¥m cõa chòm v 

t½nh t¿ sè k²p cõa bèn �÷íng th¯ng theo thù tü �¢ cho.

B i tªp 1.33. Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t d v  d1 ct nhau t¤i A, tr¶n d l§y 3 �iºm

ph¥n bi»t B,C,D v  kh¡c vîi A; tr¶n d1 l§y 3 �iºm ph¥n bi»t B1, C 1, D1 v  kh¡c vîi A. Chùng

minh r¬ng 3 �÷íng th¯ng BB1, CC 1, DD1 �çng quy khi v  ch¿ khi:

rA,B,C,Ds � rA,B1, C 1, D1s.

C¦n th¶m �i·u ki»n g¼ �º ngo i ra cán câ: DC 1, BB1, CD1 �çng quy?

B i tªp 1.34. Trong P2 cho hai �iºm ph¥n bi»t O v  O1 n¬m tr¶n �÷íng th¯ng a, cho 3 �÷íng

th¯ng ph¥n bi»t b, c, d còng �i qua O v  kh¡c vîi a, cho 3 �÷íng th¯ng ph¥n bi»t b1, c1, d1 còng �i

qua O1 v  kh¡c vîi a. Chùng minh r¬ng 3 giao �iºm cõa b v  b1, cõa c v  c1, cõa d v  d1 còng

n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng khi v  ch¿ khi:

ra, b, c, ds � ra, b1, c1, d1s.

C¦n câ th¶m �i·u ki»n g¼ �º ngo i ra cán câ: 3 giao �iºm bX b1, dX c1, cXd1 công th¯ng h ng?
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B i tªp 1.35. Trong P2 cho 2 �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, b v  mët �iºm M khæng n¬m tr¶n chóng.

Qua M v³ �÷íng th¯ng thay �êi ct a v  b l¦n l÷ñt t¤i A v  B. T¼m quÿ t½ch nhúng �iºm N sao

cho rA,B,M,N s � k khæng �êi.

B i tªp 1.36. Trong P2 cho 2 �÷íng th¯ng ph¥n bi»t a, b v  �iºm M khæng n¬m tr¶n chóng. V³

qua M 2 �÷íng th¯ng thay �êi, ct a ð A v  A1, v  ct b ð B v  B1. T¼m quÿ t½ch giao �iºm cõa

AB1 v  A1B.

B i tªp 1.37. Chùng minh l¤i �ành lþ Papuþt b¬ng c¡ch dòng t¿ sè k²p.

B i tªp 1.38. Ph¡t biºu �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ Papuþt v  �ành lþ �ìdac trong P2.

B i tªp 1.39. Ph¡t biºu �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ X¶va v  M¶n¶lauþt trong P2.

B i tªp 1.40. Ph¡t biºu �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ �ìd¡c trong P3.

B i tªp 1.41. "Trong P2 cho 4 �÷íng th¯ng a, b, c, d còng �i qua �iºm O. Mët �÷íng th¯ng m

khæng �i qua O ct a, b, c, d l¦n l÷ñt t¤i A,B,C,D th¼ t¿ sè k²p rA,B,C,Ds khæng phö thuëc v o

m". H¢y ph¡t biºu m»nh �· �èi ng¨u.

B i tªp 1.42. Chùng minh c¡c �ành lþ sau �¥y trong m°t ph¯ng afin b¬ng ph÷ìng ph¡p x¤ £nh:

a. Hai �÷íng ch²o cõa h¼nh b¼nh h nh ct nhau t¤i trung �iºm méi �÷íng.

b. Trong mët h¼nh thang, trung �iºm cõa hai c¤nh �¡y chia �i·u ho  c°p giao �iºm hai �÷íng

ch²o v  giao �iºm hai c¤nh b¶n.

c. �÷íng trung b¼nh trong h¼nh thang th¼ song song vîi hai c¤nh �¡y.

B i tªp 1.43. Tø c¡c �ành lþ �ìd¡c, M¶n¶lauþt, X¶va trong m°t ph¯ng x¤ £nh, h¢y suy ra nhúng

�ành lþ cõa h¼nh håc afin.

B i tªp 1.44. Gi£i c¡c b i to¡n düng h¼nh sau �¥y trong m°t ph¯ng afin b¬ng c¡ch ch¿ dòng

th÷îc (�º v³ �÷íng th¯ng):

a. Düng trung �iºm cõa �o¤n th¯ng AB cho tr÷îc khi �¢ cho tr÷îc mët �÷íng th¯ng d song

song vîi �÷íng th¯ng AB.

b. Cho C l  trung �iºm cõa �o¤n th¯ng AB v  mët �iºm D khæng th¯ng h ng vîi A,B. Düng

qua D mët �÷íng th¯ng song song vîi AB.
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Ch÷ìng 2

�NH X� X� �NH V� BI�N �ÊI X� �NH

- Möc ti¶u cõa ch÷ìng n y gióp ng÷íi håc nm �÷ñc ¡nh x¤ x¤ £nh v  c¡c t½nh ch§t cõa nâ;

bi¸t x¡c �ành ¡nh x¤ x¤ £nh v  t¼m �÷ñc mèi li¶n h» giúa bi¸n �êi x¤ £nh v  bi¸n �êi afin; nm

�÷ñc c¡c �ành lþ cì b£n v· c¡c ph²p bi¸n �êi x¤ £nh.

- Bi¸t vªn döng lþ thuy¸t v o gi£i c¡c b i tªp.

2.1 �nh x¤ x¤ £nh

2.1.1 �ành ngh¾a

Cho c¡c K - khæng gian x¤ £nh pP, p,Vq v  pP1, p1,V1q. Mët ¡nh x¤ f : P Ñ P1, �÷ñc gåi l 

¡nh x¤ x¤ £nh n¸u câ ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ : V Ñ V1, sao cho n¸u ÝÑx P V l  �¤i di»n cõa �iºm

X P P th¼ vector φpÝÑx q P V1 l  �¤i di»n cho �iºm fpXq P P1 (nâi c¡ch kh¡c, n¸u ppxÝÑx yq � X th¼

p1pφxÝÑx yq � fpXq).

Khi �â ta nâi r¬ng ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ l  �¤i di»n cõa ¡nh x¤ x¤ £nh f.

2.1.2 T½nh ch§t cõa ¡nh x¤ x¤ £nh

Cho ¡nh x¤ x¤ £nh f : PÑ P1, câ �¤i di»n l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh φ : VÑ V1. Khi �â:

a. �nh x¤ tuy¸n t½nh φ l  �ìn c§u. Thªt vªy n¸u vector ÝÑx P V z t
ÝÑ
0 u l  �¤i di»n cho

�iºm X P P, th¼ vector φpÝÑx q �¤i di»n cho �iºm fpXq n¶n φpÝÑx q P V1 z t
ÝÑ
0 u.

b. �nh x¤ x¤ £nh f l  �ìn ¡nh. Thªt vªy, gi£ sû A v  B l  hai �iºm cõa Pm  fpAq � fpBq.

Khi �â, n¸u gåi ÝÑa v 
ÝÑ
b l  c¡c vector �¤i di»n cõa A v  B th¼ φpÝÑa q v  φp

ÝÑ
b q còng �¤i

di»n cho mët �iºm fpAq � fpBq n¶n φpÝÑa q � kφp
ÝÑ
b q � φpk

ÝÑ
b q, k � 0. V¼ φ �ìn c§u n¶n

suy ra ÝÑa � k
ÝÑ
b , tùc l  A v  B tròng nhau.
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c. �nh x¤ x¤ £nh b£o tçn t½nh �ëc lªp v  t½nh phö thuëc cõa mët h» �iºm (do �ìn

c§u tuy¸n t½nh b£o tçn sü �ëc lªp tuy¸n t½nh v  sü phö thuëc tuy¸n t½nh cõa h» vector). Tø

�â suy ra: �nh x¤ x¤ £nh b£o tçn c¡c kh¡i ni»m: m - ph¯ng, sè chi·u cõa ph¯ng,
giao v  têng cõa c¡c ph¯ng, t¿ sè k²p cõa h ng bèn �iºm v  cõa chòm bèn si¶u
ph¯ng.

d. Méi �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : VÑ V1 l  �¤i di»n cho mët ¡nh x¤ x¤ £nh duy nh§t
f : PÑ P1. Hai �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : V Ñ V1 v  φ1 : V Ñ V1 còng �¤i di»n cho mët ¡nh

x¤ x¤ £nh f : PÑ P1 khi v  ch¿ khi câ sè k P K z t0u sao cho φ � kφ1.

Thªt vªy, n¸u �¢ cho �ìn c§u tuy¸n t½nh φ : V Ñ V1 th¼ ¡nh x¤ x¤ £nh f : P Ñ P1 �÷ñc
ho n to n x¡c �ành bði: N¸u M P P câ �¤i di»n l  vector ÝÑx P V th¼ fpMq câ �¤i di»n l 

φpÝÑx q. N¸u φ1 : V Ñ V1 công l  �¤i di»n cho ¡nh x¤ x¤ £nh f th¼ vîi måi vector ÝÑx P V,
c¡c vector φpÝÑx q v  φ1pxq công l  �¤i di»n cho mët �iºm P1 n¶n φpÝÑx q � kxφ

1pÝÑx q. Do φ v 

φ1 �·u l  �ìn c§u tuy¸n t½nh n¶n ta suy ra kx khæng phö thuëc v o ÝÑx .

2.1.3 �ành lþ v· sü x¡c �ành ph²p ¡nh x¤ x¤ £nh

�ành lþ 2.1.1. Cho hai K - khæng gian x¤ £nh P v  P1 câ sè chi·u l¦n l÷ñt l  n v  m pn ¤

mq. Trong P cho möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, ..., Sn;Eu v  trong P1 cho n � 2 �iºm phö thuëc

S1
0, S

1
1, ..., S

1
n;E

1, sao cho b§t k¼ n � 1 �iºm trong sè �â �·u �ëc lªp. Khi �â, câ mët v  ch¿

mët ¡nh x¤ x¤ £nh f : PÑ P1 sao cho fpSiq � S1
i, i � 0, 1, 2, .., n v  fpEq � E1.

Chùng minh. Gåi Vn�1 v  Vm�1 l  c¡c khæng gian vector l¦n l÷ñt li¶n k¸t vîi P v  P1. Trong
Vn�1 l§y cì sð tÝÑe 0,ÝÑe 1, ...,ÝÑe nu li¶n k¸t vîi möc ti¶u tSi;Eu. Trong Vm�1 l§y n� 1 vector ÝÑe 1

i

�ëc lªp tuy¸n t½nh sao cho ÝÑe 1
i l  �¤i di»n cho S1

i v 
°n

i�0
ÝÑe 1

i l  �¤i di»n cho E1.

Khi �â câ duy nh§t mët �ìn c§u tuy¸n t½nh:

φ : Vn�1 Ñ Vm�1 sao cho φpÝÑe iq � ÝÑe 1
i, i � 0, 1, ..., n.

Rã r ng l  φ �¤i di»n cho f : P Ñ P1 v  f l  ¡nh x¤ x¤ £nh duy nh§t tho£ m¢n y¶u c¦u cõa

�ành lþ.

2.1.4 �¯ng c§u x¤ £nh. H¼nh håc x¤ £nh

D¹ th§y r¬ng ¡nh x¤ x¤ £nh f : P Ñ P1 l  mët song ¡nh khi v  ch¿ khi P v  P1 câ còng sè

chi·u. Khi �â, f gåi l  mët �¯ng c§u x¤ £nh, v  hai khæng gian P v  P1 gåi l  �¯ng c§u.

Rã r ng l  ¡nh x¤ tuy¸n t½nh �¤i di»n cho �¯ng c§u x¤ £nh l  ph²p �¯ng c§u tuy¸n t½nh.

Mët �¯ng c§u x¤ £nh f : PÑ P cõa khæng gian x¤ £nh P l¶n ch½nh nâ �÷ñc gåi l  ph²p bi¸n

�êi x¤ £nh cõa P. D¹ th§y r¬ng, tªp hñp c¡c bi¸n �êi x¤ £nh cõa P l m th nh mët nhâm, nâ �÷ñc
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gåi l  nhâm x¤ £nh cõa khæng gian x¤ £nh P. Nhâm x¤ £nh cõa P �¯ng c§u vîi nhâm th÷ìng

GLpVq { tk Idv| k � 0u, trong �â V l  khæng gian vector li¶n k¸t vîi P.

Tø �ành lþ v· sü x¡c �ành ph²p ¡nh x¤ x¤ £nh ta suy ra: N¸u trong khæng gian x¤ £nh
Pn cho hai möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu v  tS1i;E1u, th¼ câ ph²p bi¸n �êi x¤ £nh duy nh§t f

cõa Pn, bi¸n c¡c �iºm Si th nh c¡c �iºm S1i pi � 0,1, ...,nq v  bi¸n E th nh E1.

Méi tªp con H cõa Pn gåi l  mët h¼nh. H¼nh H gåi l  t÷ìng �÷ìng x¤ £nh vîi h¼nh H 1 n¸u câ

mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f bi¸n H th nh H 1. Quan h» t÷ìng �÷ìng x¤ £nh cõa c¡c h¼nh l  mët

quan h» t÷ìng �÷ìng.

Mët t½nh ch§t cõa h¼nh H gåi l  t½nh ch§t x¤ £nh (hay b§t bi¸n x¤ £nh) n¸u måi h¼nh H 1

t÷ìng �÷ìng vîi H �·u câ t½nh ch§t �â. Nh÷ vªy, hai h¼nh t÷ìng �÷ìng x¤ £nh �·u câ c¡c t½nh

ch§t x¤ £nh gièng nhau.

Tªp hñp c¡c t½nh ch§t x¤ £nh cõa c¡c h¼nh trong Pn gåi l  H¼nh håc x¤ £nh tr¶n Pn.

2.1.5 Biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh

Cho f : Pn Ñ Pn l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa K - khæng gian x¤ £nh Pn, li¶n k¸t vîi khæng

gian vector Vn�1. Ta h¢y chån möc ti¶u x¤ £nh n o �â tSi;Eu. Vîi méi �iºm X b§t k¼, gåi

px0 : x1 : ... : xnq l  to¤ �ë cõa nâ v  px10 : x11 : ... : x1nq l  to¤ �ë cõa X 1 � fpXq. Ta h¢y t¼m sü

li¶n h» giúa xi v  x1i.

Gåi tÝÑe 0,ÝÑe 1, ...,ÝÑe nu l  cì sð trong Vn�1 �¤i di»n cho möc ti¶u tSi;Eu, v  φ : Vn�1 Ñ Vn�1

l  bi¸n �êi tuy¸n t½nh cõa Vn�1, �¤i di»n cho bi¸n �êi x¤ £nh f. Gi£ sû �èi vîi cì sð �â, φ câ

biºu thùc to¤ �ë:

x1i �
ņ

j�0

aijxj , i � 0, 1, 2, ..., n. (2.1)

trong �â, ma trªn A � paijq câ h¤ng b¬ng n � 1, tùc l  detA � 0. Ma trªn A ch½nh l  ma

trªn chuyºn tø cì sð peiq sang cì sð £nh cõa nâ qua ph²p φ.

�º þ �¸n mèi quan h» giúa to¤ �ë x¤ £nh cõa mët �iºm vîi to¤ �ë cõa vector �¤i di»n nâ, ta

suy ra biºu thùc li¶n h» giúa to¤ �ë cõa X v  X 1 l :

kx1i �
ņ

j�0

aijxj , i � 0, 1, 2, ..., n; k � 0.

trong �â, ma trªn A � paijq i, j � 0, 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng n� 1 (tùc l  câ �ành thùc kh¡c

0), nâ gåi l  ma trªn cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f �èi vîi möc ti¶u tSi;Eu.

C¡c cët cõa A l  c¡c cët to¤ �ë cõa c¡c �iºm fpSiq, nh÷ng ph£i chån sao cho:

p
ņ

j�0

a0j :
ņ

j�0

aij : ... :
ņ

j�0

anjq
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l  to¤ �ë cõa �iºm fpEq.

Biºu thùc (2.1) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn: k.x1 � A.x, trong �â x v  x1 l  ma trªn cët

to¤ �ë cõa �iºm X 1 v  �iºm X.

V½ dö 2.1.2. �èi vîi mët möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu cõa m°t ph¯ng x¤ £nh P2, cho c¡c �iºm

E1 � p0 : 1 : 1q, E2 � p1 : 0 : 1q, E3 � p1 : 1 : 0q.

a. Chùng tä r¬ng, câ ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : P2 Ñ P2 l¦n l÷ñt bi¸n c¡c �iºm S0, S1, S2, S3, E

th nh c¡c �iºm E0, E1, E2, E3, S0.

b. T¼m ma trªn cõa f �èi vîi möc ti¶u �¢ chån.

Líi gi£i:

a. Ch¿ c¦n chùng tä r¬ng ba �iºm n o �â trong bèn �iºm E1, E2, E3, S0 �·u �ëc lªp. �â l 

c¡c �ành thùc d÷îi �¥y �·u kh¡c 0:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 1 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

1 1 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

b. Ma trªn A cõa f câ d¤ng: �
����
0 b c

a 0 c

a b 0

�
���

C¡c sè a, b, c ph£i kh¡c 0 v  ph£i chån sao cho pa� b : a� c : a� bq l  to¤ �ë cõa S0, tùc

l  ph£i t¿ l» vîi p1; 0; 0q. Vªy ph£i câ b � c � �a.

Ta câ thº chån: a � �1, b � c � 1. Nh÷ vªy biºu thùc to¤ �ë cõa f l :
$''''&
''''%

kx10 � x1 � x2,

kx11 � �x0 � x2,

kx12 � �x0 � x1.

k � 0.

2.1.6 Li¶n h» giúa bi¸n �êi x¤ £nh v  bi¸n �êi afin

Trong khæng gian x¤ £nh Pn cho möc ti¶u tSi;Eu, gåi W l  si¶u ph¯ng câ ph÷ìng tr¼nh

x0 � 0. X²t ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn sao cho fpW q �W.

Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u tr¶n, f câ biºu thùc to¤ �ë:

kx1i �
ņ

j�0

aijxj , i � 0, 1, 2, ..., n; k � 0,
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V¼ fpW q �W n¶n n¸u x0 � 0 th¼ x10 � 0, tùc l : a01x1 � a02x2 � ...� a0nxn � 0 vîi måi gi¡

trà cõa x1, x2, ..., xn.

Suy ra: a01 � a02 � ... � a0n � 0.

Vªy biºu thùc to¤ �ë cõa f b¥y gií l :
$'&
'%

kx10 � a00x0,

kx1i �
°n

j�1 aijxi,
i � 1, 2, ..., n.

Ta chó þ r¬ng: k � 0, a00 � 0 v  ma trªn A1paijq i, j � 1, 2, ..., n câ h¤ng b¬ng n.

Ta gåi nh÷ th÷íng l», An � Pn zW l  khæng gian afin. V¼ fpWq �W n¶n fpAnq � An. Vªy

ta câ ¡nh x¤ h¤n ch¸: f 1 � f |An : An Ñ An. Khi �â b¬ng c¡ch chuyºn tø to¤ �ë x¤ £nh cõa mët

�iºm trong An th nh to¤ �ë afin cõa nâ (�èi vîi möc ti¶u afin sinh bði möc ti¶u x¤ £nh) ta t¼m

th§y biºu thùc to¤ �ë cõa f 1 :

X 1
i �

ņ

j�1

a1ijXj � a1i0, i � 1, 2, ..., n.

trong �â a1ij �
aij
a00

, vîi i, j � 1, 2, ..., n.

Ta �¢ bi¸t, ma trªn A1 � paijq, i, j � 1, 2, ..., n, câ h¤ng n. Do �â ma trªn A2 � pa1ijq, i, j �

1, 2, ..., n công câ h¤ng b¬ng n. Tø �â suy ra f 1 l  ph²p bi¸n �êi afin cõa An, ta gåi nâ l  ph²p

bi¸n �êi afin sinh bði ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f .

Nh÷ vªy, ta �¢ chùng minh r¬ng, méi ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn sinh ra mët ph²p

bi¸n �êi afin f 1 : An Ñ An n¸u fpWq �W.

Ng÷ñc l¤i: måi ph²p bi¸n �êi afin �·u �÷ñc sinh ra bði mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh
duy nh§t f m  fpWq �W (ta nâi r¬ng f bi¸n �êi væ tªn th nh �iºm væ tªn).

Thªt vªy, gi£ sû f 1 : An Ñ An l  ph²p bi¸n �êi afin câ biºu thùc to¤ �ë �èi vîi mët möc ti¶u

afin l :

X 1
i �

ņ

j�1

a1ijXj � a1i0, i � 1, 2, ..., n.

Khi �â, trong khæng gian x¤ £nh Pn, vîi möc ti¶u x¤ £nh sinh ra bði möc ti¶u afin nâi tr¶n,

ta x²t ph²p bi¸n �êi x¤ £nh câ biºu thùc to¤ �ë:
$'&
'%

kx10 � x0,

kx1i �
°n

j�1 aijxi,
i � 1, 2, ..., n.

th¼ d¹ th§y r¬ng ph²p bi¸n �êi afin f 1 �÷ñc sinh ra bði ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f.
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2.2 C¡c ph²p th§u x¤ trong Pn

2.2.1 �ành ngh¾a

Trong Pn cho r - ph¯ng U v  pn� r� 1q - ph¯ng V khæng câ �iºm chung. Khi �â, c°p pU, V q

s³ gåi l  mët r - c°p. Cè nhi¶n, theo �ành ngh¾a �â pV,Uq l  mët pn� r � 1q - c°p.

B¥y gií cho r - c°p pU, V q v  cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn sao cho måi �iºm n¬m

tr¶n U ho°c V �·u b§t �ëng. Khi �â f �÷ñc gåi l  ph²p th§u x¤ r - c°p vîi cì sð l  r - c°p pU, V q.

2.2.2 Biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p th§u x¤

Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ r - c°p vîi cì sð l  r - c°p pU, V q. V¼ dimU � r n¶n câ thº chån

tr¶n U pr�1q �iºm �ëc lªp S0, S1, ..., Sr. V¼ dimV � n�r�1 n¶n câ thº chån tr¶n V pn�r�1q

�iºm �ëc lªp Sr�1, Sr�2, ..., Sn. Chån th¶m mët �iºm E khæng n¬m tr¶n U ho°c V th¼ ta �÷ñc

mët möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu trong Pn.

�èi vîi möc ti¶u �â, r - ph¯ng U câ ph÷ìng tr¼nh: xr�1 � xr�2 � ... � xn � 0, cán pn�r�1q

- ph¯ng V câ ph÷ìng tr¼nh: x0 � x1 � ... � xr � 0.

V¼ c¡c �iºm cõa U v  V �·u b§t �ëng n¶n d¹ d ng th§y r¬ng biºu thùc to¤ �ë cõa f �èi vîi

möc ti¶u �â câ d¤ng:
$'&
'%

kx1i � pxi vîi p � 0 v  i � 0, 1, ..., r.

kx1j � pxj vîi q � 0 v  j � r � 1, r � 2, ..., n.

Ma trªn cõa f l :

A �

�
������������������

p

p 0
. . .

p

q

q

0
. . .

q

�
�����������������

(Câ r � 1 sè p v  n� r sè q tr¶n �÷íng ch²o ch½nh ngo i ra l  sè 0).

N¸u p � q th¼ f l  ph²p �çng nh§t.
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2.2.3 T½nh ch§t cõa ph²p th§u x¤

Düa v o biºu thùc to¤ �ë, ta câ thº chùng minh t½nh ch§t sau �¥y cõa ph²p th§u x¤ kh¡c

�çng nh§t:

N¸u �iºm M khæng b§t �ëng th¼ �÷íng th¯ng nèi M v  £nh M 1 cõa nâ luæn luæn ct U v  V.

Gi£ sû hai giao �iºm �â l  A v  B th¼ t¿ sè k²p rM,M 1, A,Bs khæng phö thuëc v o M.

T¿ sè k²p �â gåi l  t¿ sè th§u x¤ cõa ph²p th§u x¤ f.

Thªt vªy, gi£ sû M � px0 : ... : xr : xr�1 : ... : xnq. N¸u M khæng n¬m tr¶n U v  tr¶n V th¼

trong sè c¡c x0, ..., xr ph£i câ ½t nh§t mët sè kh¡c 0, v  trong sè c¡c xr�1, ..., xn ph£i câ mët sè

kh¡c 0.

Ta câ M 1 � ppx0 : ... : pxr : pxr�1 : ... : pxnq. �iºm A n¬m tr¶n MM 1, n¶n A câ to¤ �ë:

pAq � kpMq � jpM 1q. M°t kh¡c, A n¬m tr¶n U n¶n to¤ �ë cõa nâ ph£i tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh

cõa U. Do �â: kxj � lqxj � 0 pi � r � 1, ..., nq. V¼ câ ½t nh§t mët xj � 0 n¶n k � lq � 0. Ta l§y

l � 1 v  k � �q.

Vªy �÷íng th¯ng MM 1 ct U t¤i A m :

pAq � �qpMq � pM 1q.

T÷ìng tü, �÷íng th¯ng MM 1 ct V t¤i �iºm B m :

pBq � �ppMq � pM 1q.

Tø �â, suy ra:

rM,M 1, A,Bs � �p : �q � p : q v  do �â khæng phö thuëc M.

2.2.4 Ph²p th§u x¤ �ìn

�ành ngh¾a 2.2.1. Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn gåi l  ph²p th§u x¤ �ìn n¸u câ mët si¶u

ph¯ng V m  måi �iºm cõa nâ �·u l  �iºm b§t �ëng.

Si¶u ph¯ng V �â gåi l  si¶u ph¯ng cì sð cõa th§u x¤ �ìn f.

Hiºn nhi¶n l  ph²p �çng nh§t l  mët tr÷íng hñp �°c bi»t cõa ph²p th§u x¤ �ìn, si¶u ph¯ng

b§t k¼ n o �·u câ thº xem l  si¶u ph¯ng cì sð.

�ành lþ 2.2.1. N¸u f l  th§u x¤ �ìn kh¡c ph²p �çng nh§t th¼ câ duy nh§t mët �iºm b§t �ëng O

sao cho måi �÷íng th¯ng �i qua O �·u b§t �ëng.

�iºm O nh÷ th¸ gåi l  t¥m cõa ph²p th§u x¤ �ìn f.
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Chùng minh. Gi£ sû f l  ph²p th§u x¤ �ìn, kh¡c ph²p �çng nh§t v  si¶u ph¯ng cì sð V. Ta chån

möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu sao cho c¡c �¿nh S1, S2, ..., Sn n¬m tr¶n V. V¼ c¡c �¿nh �â �·u b§t �ëng,

ngo i ra, �iºm E0 � p0 : 1 : 1 : ... : 1q công b§t �ëng, n¶n d¹ d ng suy ra biºu thùc to¤ �ë cõa f :

$'&
'%

kx10 � a0x.

kx1i � aix0 � axi vîi i � 1, 2, ..., n; vîi a � 0.

Ma trªn cõa f l :
�
���������

a0 0 0 ... 0

a1 a 0 ... 0

a2 0 a ... 0

... ... ... ... 0

an 0 0 0 a

�
��������
;

Chó þ r¬ng: C¡c sè a0 � a, a1, ..., an khæng �çng thíi b¬ng 0, v¼ n¸u khæng nh÷ th¸ th¼ f l 

ph²p �çng nh§t. Bði vªy, câ �iºm O vîi to¤ �ë pa0 � a : a1 : ... : anq. D¹ th§y, O l  �iºm b§t

�ëng.

B¥y gií, l§y mët �÷íng th¯ng d b§t k¼ �i qua O, ta ph£i chùng minh r¬ng d b§t �ëng. Ta l§y

tr¶n d mët �iºm tuý þ:

X � px0 : x1 : ...xnq,

th¼

fpXq � X 1 � pa0x0 : a1x0 � ax1 : ... : anx� axnq.

Do �â: pX 1q � apXq � x0pOq, tùc X 1 công n¬m tr¶n d.

Chó þ. - N¸u t¥m th§u x¤ O khæng n¬m tr¶n cì sð th§u x¤ W th¼ ph²p th§u x¤ �ìn f ch½nh l 

ph²p th§u x¤ 0 - c°p vîi 0 - c°p cì sð l  pO, V q.

- N¸u O n¬m tr¶n V th¼ f khæng ph£i l  th§u x¤ c°p, ta gåi nâ l  ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t.

2.2.5 C¡c ph²p th§u x¤ trong P2 v  P3

Trong P2, ta câ c¡c ph²p th§u x¤ kh¡c ph²p �çng nh§t sau �¥y:

+ Ph²p 0 - th§u x¤ câ cì sð l  0 - c°p pO, V q, trong �â, O l  mët �iºm, cán V l  �÷íng th¯ng

khæng �i qua O.

Vîi méi �iºm M khæng tròng O v  khæng n¬m tr¶n V, �÷íng th¯ng OM ct V t¤i B v 

n¸u M 1 � fpMq th¼ M,M 1, O,B th¯ng h ng v  rM,M 1, O,Bs � k (t¿ sè th§u x¤).
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O

M

B

M 1

V

+ Ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t, câ t¥m O v  câ cì sð l  �÷íng th¯ng V �i qua O. N¸u ta bi¸t

mët c°p �iºm t÷ìng ùng M v  M 1 � fpMq, th¼ £nh N 1 � fpNq �÷ñc x¡c �ành bði c¡c �i·u

ki»n:

i) O,N,N 1 th¯ng h ng.

ii) �÷íng th¯ng MN ct �÷íng th¯ng M 1N 1 t¤i mët �iºm n¬m tr¶n V.

M

M 1

O

N 1 N

b1

Trong P3, ta câ c¡c ph²p th§u x¤ kh¡c ph²p �çng nh§t sau �¥y:

- Th§u x¤ 0 - c°p vîi 0 - c°p cì sð l  pO, V q trong �â O l  mët �iºm, cán V l  mët m°t

ph¯ng khæng �i qua O.

O

M

M 1

B
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Vîi méi �iºm M khæng tròng O v  khæng n¬m tr¶n V, �÷íng th¯ng OM ct V t¤i B v 

n¸u M 1 � fpMq th¼ M,M 1, O,B th¯ng h ng v  rM,M 1, O,Bs � k (t¿ sè th§u x¤).

O

M

M 1 N

+ Ph²p th§u x¤ �ìn �°c bi»t, câ t¥m O v  câ cì sð l  m°t ph¯ng V �i qua O.

+ Th§u x¤ 1 - c°p vîi 1 - c°p cì sð l  pd, d1q, trong �â, d v  d1 l  hai �÷íng th¯ng khæng ct

nhau. Nâ cán �÷ñc gåi l  ph²p th§u x¤ song tröc vîi tröc l  d v  d1.

�nh M 1 cõa �iºm M khæng thuëc d v  d1 �÷ñc x¡c �ành bði c¡c �i·u ki»n:

i) �÷íng th¯ng MM 1 ct d v  d1 (t¤i A v  B ch¯ng h¤n).

ii) rM,M 1, A,Bs � k (t¿ sè th§u x¤).

M

A
B

M 1

d d1

2.3 C¡c �ành lþ cì b£n cõa ph²p biºn �êi x¤ £nh

2.3.1 �ành lþ 1

�ành lþ 2.3.1. N¸u f : Pn Ñ Pn l  mët song ¡nh b£o tçn sü th¯ng h ng cõa ba �iºm b§t k¼ th¼

f bi¸n m - ph¯ng th nh m - ph¯ng.
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Chùng minh. Gi£ sû cho m - ph¯ng U �i qua m � 1 �iºm �ëc lªp A0, A1, ..., Am. Gåi A1
i �

fpAiq, i � 0, 1, 2, ...,m. Gåi U 1 l  c¡i ph¯ng b² nh§t �i qua c¡c �iºm A1
i. Tr÷îc h¸t ta chùng

minh r¬ng: N¸u �iºm M thuëc U th¼ M 1 � fpMq thuëc U 1, b¬ng c¡ch quy n¤p theo m.

Rã r ng �i·u �â �óng khi m � 0 v  m � 1. Gi£ sû nâ �óng vîi m � 1. N¸u M thuëc U v 

M khæng tròng vîi A0 th¼ A0M X xA1, A2, ..., Amy � I, khi �â, n¸u I 1 � fpIq, th¼:

- Theo gi£ thi¸t cõa f, ba �iºm A1
0,M

1, I 1 th¯ng h ng, tùc M 1 thuëc A1
0I

1.

- Theo gi£ thi¸t quy n¤p th¼ I 1 thuëc c¡i ph¯ng b² nh§t �i qua A1
1, A

1
2, ..., A

1
m. Tø �â suy ra

M 1 thuëc U 1.

B¥y gií ta chùng minh h» �iºm A1
0, A

1
1, ..., A

1
m nâi tr¶n công �ëc lªp.

Thªt vªy, ta h¢y l§y th¶m c¡c �iºm Am�1, Am�2, ..., An �º �÷ñc h» n � 1 �iºm �ëc lªp

A0, A1, ..., An. Ta gåi A1
i � fpAiq. N¸u h» �iºm A1

0, A
1
1, ..., A

1
m khæng �ëc lªp th¼ h» n � 1 �iºm

A1
0, A

1
1, ..., A

1
n công khæng �ëc lªp, n¶n theo �i·u vøa chùng minh tr¶n fpPnq � Pn, tr¡i vîi gi£

thi¸t f l  to n ¡nh. Nh÷ vªy U 1 công l  m - ph¯ng v  fpUq � U 1. N¸u l§y M 1 thuëc U 1 th¼ do f

to n ¡nh n¶n câ M �º fpMq � M 1. �iºm M thuëc U v¼ n¸u khæng ta câ h» �iºm m � 2 �iºm

A0, A1, ..., An,M �ëc lªp nh÷ng £nh cõa chóng khæng �ëc lªp.

Tâm l¤i, f bi¸n m - ph¯ng U th nh m - ph¯ng U.

2.3.2 �ành lþ 2

�ành lþ 2.3.2. N¸u f : Pn Ñ Pn l  mët song ¡nh b£o tçn sü th¯ng h ng cõa ba �iºm v  b£o tçn

t¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng th¼ f l  ph²p biºn �êi x¤ £nh.

Chùng minh. L§y möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu trong Pn v  gåi S1
i � fpSiq, E

1 � fpEq th¼ theo �ành

lþ (2.3.1), tS1
i;E

1u công l  möc ti¶u x¤ £nh. Gåi g l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa Pn, biºn möc ti¶u

tSi;Eu th nh möc ti¶u tS1
i;E

1u, v  h � g�1
0 f. Khi �â, h l  song ¡nh cõa Pn b£o tçn t½nh th¯ng

h ng cõa ba �iºm, b£o tçn t¿ sè k²p cõa bèn �iºm th¯ng h ng, v  giú b§t �ëng c¡c �iºm cõa möc

ti¶u tSi;Eu. Ta ch¿ cán ph£i chùng minh h l  ph²p �çng nh§t.

Sau �¥y ta chùng minh �i·u �â b¬ng quy n¤p theo n.

N¸u n � 1, th¼ n¸u M 1 � hpMq, ta câ: rS0, S1, E,M s � rS0, S1, E,M 1s, cho n¶n M �M 1.

Gi£ sû �i·u �â �óng vîi n� 1, ta chùng minh nâ �óng vîi n.

Gåi Wi l  si¶u ph¯ng �i qua måi �¿nh cõa möc ti¶u trø �¿nh Si, v  Ei l  giao �iºm cõa Wi

vîi �÷íng th¯ng SiE th¼ hpWiq � Wi v  hpSiEq � SiE, n¶n hpEiq � Ei. Tø �â, theo gi£ thi¸t

quy n¤p ta câ: h|Wi � IdWi . B¥y gií gi£ sû M l  mët �iºm b§t k¼ khæng n¬m tr¶n c¡c Wi. �÷íng

th¯ng S0M ct W0 t¤i �iºm b§t �ëng �èi vîi h n¶n �â l  �÷íng th¯ng b§t �ëng. T÷ìng tü, �÷íng

th¯ng S1M công b§t �ëng. Vªy, M b§t �ëng, hay h l  ph²p �çng nh§t.
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2.3.3 �ành lþ 3

�ành lþ 2.3.3. Cho Pn l  khæng gian x¤ £nh tr¶n tr÷íng sè thüc vîi n ¡ 1. N¸u f : Pn Ñ Pn l 

song ¡nh b£o tçn sü th¯ng h ng cõa ba �iºm b§t k¼ th¼ nâ l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh.

Chùng minh. L§y si¶u ph¯ng W n o �â cõa Pn v  gåi W 1 � fpW q. Theo �ành lþ (2.3.1), W 1 công

si¶u ph¯ng. Gåi g : Pn Ñ Pn l  ¡nh x¤ x¤ £nh sao cho gpW 1q � W. Khi �â h � g0f l  song ¡nh

b£o tçn sü th¯ng h ng cõa ba �iºm b§t k¼ v  hpW q �W.

X²t khæng gian afin An � Pn zW v  song ¡nh h1 : An Ñ An l  h¤n ch¸ cõa h tr¶n An.

X²t song ¡nh h1 b£o tçn sü th¯ng h ng cõa ba �iºm tuý þ, n¶n theo �ành lþ cì b£n cõa bi¸n

�êi afin, ta suy ra h1 l  ph²p bi¸n �êi afin (xem gi¡o tr¼nh "H¼nh håc afin v  h¼nh håc Ìclit").

Nh÷ng ph²p bi¸n �êi afin h1 �÷ñc sinh ra bði mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh duy nh§t, v  ta d¹

th§y r¬ng ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �â tròng vîi ph²p h. Tø �â suy ra f � g�1
0 h công l  ph²p bi¸n

�êi x¤ £nh.

B�I T�P CH×ÌNG 2

B i tªp 2.1. Cho khæng gian x¤ £nh pPn, p,Vn�1q. C¡c ph²p và tü cõa Vn�1 �¤i di»n cho nhúng

ph²p bi¸n �êi x¤ £nh n o cõa Pn?

B i tªp 2.2. N¸u bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn giú b§t �ëng r � 1 �iºm �ëc lªp n¬m tr¶n mët r

- ph¯ng th¼ nâ câ giú b§t �ëng måi �iºm cõa r - ph¯ng �â khæng?

B i tªp 2.3. Trong Pn cho r - ph¯ng U, tr¶n U l§y r � 2 �iºm trong �â b§t k¼ n � 1 �iºm n o

�·u �ëc lªp. Chùng tä r¬ng, n¸u r� 2 �iºm �â �·u b§t �ëng qua ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa Pn, th¼

måi �iºm cõa U �·u b§t �ëng.

B i tªp 2.4. Trong Pn cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh câ biºu thùc to¤ �ë: k.x1 � A.x. T¼m to¤ �ë

cõa:

a. �nh cõa si¶u ph¯ng U � pu0 : u1 : ... : unq.

b. T¤o £nh cõa �iºm X 1 � px10 : x11 : ... : x1nq.

c. T¤o £nh cõa si¶u ph¯ng U 1 � pu10 : u11 : ... : u1nq.

B i tªp 2.5. Trong Pn cho ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f câ biºu thùc to¤ �ë: k.x1 � A.x.

Gåi χpλq � detpA� λInq l  �a thùc �°c tr÷ng cõa ma trªn A (In l  ma trªn �ìn và c§p n).

Chùng minh r¬ng:

a. To¤ �ë px0 : x1 : ... : xnq cõa �iºm b§t �ëng l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh: pA�λInqx � 0,

trong �â λ l  nghi»m cõa �a thùc �°c tr÷ng.
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b. To¤ �ë pu0 : u1 : ... : unq cõa si¶u ph¯ng b§t �ëng l  nghi»m cõa h»: pA1�λInqu � 0, trong

�â λ l  nghi»m cõa �a thùc �°c tr÷ng.

c. N¸u λ l  nghi»m �ìn cõa �a thùc �°c tr÷ng th¼ �iºm b§t �ëng v  si¶u ph¯ng b§t �ëng ùng

vîi nghi»m �â khæng thuëc nhau.

B i tªp 2.6. Trong P2 cho möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, S2;Eu. T¼m biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p bi¸n

�êi x¤ £nh tho£ m¢n mët trong nhúng �i·u ki»n sau �¥y:

a. C¡c �iºm Si �·u l  �iºm b§t �ëng (tùc l  bi¸n th nh ch½nh nâ).

b. C¡c �iºm S0, S1, S2 l¦n l÷ñt bi¸n th nh S1, S2, S0 v  �iºm E b§t �ëng.

c. �iºm S0 b§t �ëng, �÷íng th¯ng S1S2 b§t �ëng (�÷íng th¯ng bi¸n th nh ch½nh nâ) v  �iºm

S1 bi¸n th nh S2.

B i tªp 2.7. Gåi tS0, S1, S2, S3;Eu l  möc ti¶u x¤ £nh trong P3. T¼m biºu thùc to¤ �ë cõa t§t

c£ c¡c ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : P3 Ñ P3 tho£ m¢n mët trong c¡c �i·u ki»n sau �¥y:

a. C¡c �iºm S0, S1, S2, S3 �·u bi¸n th nh ch½nh nâ.

b. Hai �÷íng th¯ng S0S1 v  S2S3 �·u bi¸n th nh ch½nh nâ.

c. C¡c �÷íng th¯ng S0S1 bi¸n th nh �÷íng th¯ng S2S3.

d. Ch¿ câ hai �iºm b§t �ëng l  S0, S2 v  ch¿ câ mët �÷íng th¯ng b§t �ëng l  S1S3.

Chó þ. �÷íng th¯ng b§t �ëng l  �÷íng th¯ng bi¸n th nh ch½nh nâ, tuy nhi¶n méi �iºm cõa

nâ câ thº khæng b§t �ëng.

e. Câ hai �÷íng th¯ng b§t �ëng l  S0S1 v  S2S3, khæng câ �iºm b§t �ëng v  m°t ph¯ng b§t

�ëng.

f. C¡c �iºm S0, S1 v  måi �iºm tr¶n S2S3 �·u b§t �ëng.

g. C¡c �iºm cõa m°t ph¯ng xS0, S1, S2y �·u b§t �ëng v  �÷íng th¯ng S0S3 b§t �ëng.

B i tªp 2.8. C¡c ph²p bi¸n �êi x¤ £nh d÷îi �¥y cõa P3 sinh ra ph²p afin n o, gi£i th½ch þ ngh¾a

h¼nh håc cõa c¡c ph²p afin �â:

a. kx10 � x0, kx
1
i � �xi, i � 1, 2, 3.

b. kx10 � x0, kx
1
1 � x1, kx

1
2 � �x2, kx

1
3 � x3.

c. kx10 � x0, kx
1
1 � x1, kx

1
2 � x2, kx

1
3 � �x3.

d. kx10 � x0, kx
1
1 � x1, kx

1
2 � x2, kx

1
3 � �2x1 � 2x2 � x3.
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B i tªp 2.9. Trong P3 cho möc ti¶u tS0, S1, S2, S2;Eu. Vi¸t biºu thùc cõa ph²p th§u x¤ 1 - c°p

vîi cì sð l  c°p �÷íng th¯ng S0S1, S2S3 v  câ t¿ sè k.

B i tªp 2.10. Trong P2, cho ph²p biºn �êi x¤ £nh:
$''''&
''''%

kx10 � 2x0 � x1 � x2.

kx11 � x0 � 2x1 � x2.

kx12 � x0 � x1 � 2x2.

Chùng tä r¬ng �â l  mët ph²p th§u x¤ c°p. X¡c �ành cì sð v  t¿ sè th§u x¤.

B i tªp 2.11. Trong P3 cho m°t ph¯ng V câ ph÷ìng tr¼nh:

x0 � x1 � x2 � x3 � 0.

Gåi f l  ph²p th§u x¤ �ìn câ cì sð V, câ t¥m th§u x¤ p1 : 0 : 0 : 0q. T¼m biºu thùc to¤ �ë cõa

f trong c¡c tr÷íng hñp sau �¥y:

a. T¿ sè th§u x¤ l  k � 3.

b. f bi¸n �iºm p0 : 1 : 1 : 1q th nh p3 : 1 : 1 : 1q. T¼m t¿ sè th§u x¤.

c. f câ t½nh ch§t �èi hñp, ngh¾a l  f2 l  ph²p �çng nh§t.

B i tªp 2.12. Trong P2 cho c¡c �iºm A � p1 : 1 : 1q, B � p0 : 1 : 2q, C � p1 : 0 : 3q, D � p1 : 2 :

0q, E � p3 : 0 : 1q. T¼m biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : P2 Ñ P2, bi¸t r¬ng f giú

b§t �ëng c¡c �iºm A,B,C v  bi¸n �iºm D th nh �iºm E. �â câ ph£i l  ph²p th§u x¤ khæng?

B i tªp 2.13. Trong P3 cho hai �÷íng th¯ng d v  d1 l¦n l÷ñt câ ph÷ìng tr¼nh:
$'&
'%

x0 � x1 � 0.

2x0 � x2 � 3x3 � 0.

$'&
'%

4x0 � 3x1 � x3 � 0.

x0 � x2 � 0.

T¼m biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p th§u x¤ 1 - c°p vîi cì sð l  c°p pd, d1q v  t¿ sè th§u x¤ k � �1.

B i tªp 2.14. Trong Pn cho hai h» �iºm �ëc lªp A0, A1, ..., An v  B0, B1, ..., Bn sao cho Ai

khæng thuëc �÷íng th¯ng BiBj (j � i tuý þ), Bi khæng thuëc �÷íng th¯ng AiAj (i � j tuý þ).

Chùng minh r¬ng hai �i·u ki»n sau �¥y t÷ìng �÷ìng:

a. C¡c �÷íng th¯ng AiBi �çng quy.

b. C¡c giao �iºm AiAj v  BiBj còng n¬m tr¶n mët si¶u ph¯ng.

(�ành lþ �ìd¡c I trong khæng gian Pn).

B i tªp 2.15. Cho f : P3 Ñ P3 l  ph²p th§u x¤ song tröc, vîi tröc d v  d1. Ph²p f sinh ra ph²p

afin n o �â cõa P3 zW n¸u W l  m°t ph¯ng �i qua d1?
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Ch÷ìng 3

SI�U M�T B�C HAI TRONG Pn

- Möc ti¶u cõa ch÷ìng n y l  cung c§p cho ng÷íi håc v· si¶u m°t bªc hai v  ph¥n lo¤i x¤ £nh

cõa chóng; nm �÷ñc li¶n h» giúa si¶u m°t bªc hai x¤ £nh v  si¶u m°t bªc hai afin; công nh÷ bi¸t

�÷ñc c¡c �ành lþ nêi ti¸ng: St¥yne, Paxcal, Brianshon, Fr¶gi¶, �ìd¡c 2,...

- Bi¸t vªn döng l m b i tªp.

3.1 Si¶u m°t bªc hai v  ph¥n lo¤i x¤ £nh cõa chóng

3.1.1 �ành ngh¾a v  k½ hi»u

Ph÷ìng tr¼nh bªc hai thu¦n nh§t cõa n� 1 bi¸n x0, x1, ..., xn tr¶n tr÷íng K l  ph÷ìng tr¼nh

câ d¤ng:
ņ

i,j�0

aijxixj � 0 (3.1)

trong �â, aij P K, aij � aji, v  câ ½t nh§t mët aij kh¡c khæng.

Ta k½ hi»u ma trªn A � paijq i, j � 0, 1, 2, ..., n, th¼ A l  ma trªn vuæng �èi xùng, c§p n� 1

câ h¤ng ½t nh§t b¬ng 1.

L¤i k½ hi»u x l  ma trªn 1 cët, n� 1 dáng:

x �

�
������

x0

x1

. . .

xn

�
�����

th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.1) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng l :

xtAx � 0 (3.2)

trong �â xt l  ma trªn chuyºn và cõa ma trªn x, cán 0 k½ hi»u cho ma trªn mët dáng mët cët

gçm mët sè 0.
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3.1.2 �ành ngh¾a

Trong khæng gian x¤ £nh Pn, vîi möc ti¶u tSi;Eu, tªp hñp pSq gçm nhúng �iºm X câ to¤

�ë px0 : x1 : ... : xnq tho£ m«n ph÷ìng tr¼nh (3.1) �÷ñc gåi l  mët si¶u m°t bªc hai, x¡c �ành bði

ph÷ìng tr¼nh (3.1).

Ph÷ìng tr¼nh (3.1) gåi l  ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u m°t bªc hai pSq �èi vîi möc ti¶u �¢ cho.

Ma trªn A �÷ñc gåi l  ma trªn cõa si¶u m°t bªc hai pSq �èi vîi möc ti¶u �¢ cho.

N¸u detA � 0, tùc ma trªn A khæng suy bi¸n, th¼ si¶u m°t bªc hai pSq gåi l  khæng suy bi¸n.

Ng÷ñc l¤i, n¸u detA � 0, si¶u m°t bªc hai gåi l  suy bi¸n.

Hai si¶u ph¯ng bªc hai pSq v  pS1q vîi c¡c ma trªn A v  A1 t÷ìng ùng xem l  tròng nhau khi

v  ch¿ khi câ sè k P K z t0u sao cho A � kA1.

�ành lþ 3.1.1. Kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai l  mët kh¡i ni»m x¤ £nh.

Thªt vªy, gi£ sû �èi vîi mët möc ti¶u �¢ chån, si¶u m°t bªc hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh (3.2)

v  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn câ biºu thùc to¤ �ë �èi vîi möc ti¶u �â l  x1 � Bx,

trong �â B l  ma trªn vuæng c§p n � 1, khæng suy bi¸n. Tø �â ta câ x � B�1x1. C¡c �iºm

X � px0 : x1 : ... : xnq thuëc pSq câ £nh l  �iºm X 1 � px10 : x11 : ... : x1nq, tho£ m¢n �i·u ki»n:

pB�1x1qtApB�1x1q � 0 hay px1qtA1x1 � 0, trong �â A1 � pB�1qtAB�1. Nh÷ vªy fpSq công l 

mët si¶u m°t bªc hai, câ ma trªn A1 �èi vîi möc ti¶u �¢ chån. Chó þ r¬ng, v¼ detB � 0, n¶n

h¤ng cõa ma trªn A1 b¬ng h¤ng cõa ma trªn A. Do �â, kh¡i ni»m suy bi¸n hay khæng suy bi¸n

cõa si¶u m°t bªc hai công l  kh¡i ni»m x¤ £nh.

3.1.3 Giao cõa si¶u m°t bªc hai v  m - ph¯ng

Trong Pn cho si¶u m°t bªc hai pSq v  m - ph¯ng Q. Ta h¢y chån möc ti¶u x¤ £nh tSi;Eu sao

cho m� 1 �iºm S0, S1, ..., Sm n¬m tr¶n Q. Khi �â ph÷ìng tr¼nh cõa Q l :

xk � 0, vîi k � m� 1, m� 2, ..., n (3.3)

Gi£ sû khi �â, ph÷ìng tr¼nh cõa pSq l :

ņ

i,j�0

aijxixj � 0 (3.4)

Giao cõa Q v  pSq l  tªp hñp pS1q tho£ m¢n h» ph÷ìng tr¼nh (3.3) v  (3.4), hay l  h» ph÷ìng

tr¼nh: $'&
'%

xk � 0, k � m� 1, m� 2, ..., n.
°m

i,j�0 aijxixj � 0.
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N¸u c¡c aij , i, j � 0, 1, ...,m �·u b¬ng 0 th¼ måi �iºm thuëc Q �·u thuëc pSq. Vªy: Q � pSq,

hay pS1q � Q.

N¸u c¡c sè �â khæng �çng thíi b¬ng 0 th¼ pS1q l  mët si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤

£nh m chi·u Q.

3.1.4 D¤ng chu©n tc cõa si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤

£nh thüc

Trong khæng gian x¤ £nh thüc PnpRq �èi vîi möc ti¶u �¢ chån, cho si¶u m°t pSq câ ph÷ìng

tr¼nh: xtAx � 0.

Xem xtAx nh÷ l  mët d¤ng to n ph÷ìng trong khæng gian vector Rn�1, ta câ thº t¼m �÷ñc

ph²p bi¸n �êi tuy¸n t½nh x � Bx sao cho d¤ng to n ph÷ìng §y trð th nh d¤ng ch½nh tc. L¤i xem

ph²p bi¸n �êi tuy¸n t½nh �â nh÷ l  mët ph²p bi¸n �êi möc ti¶u x¤ £nh cõa Pn, ta �i �¸n �ành lþ

sau:

�ành lþ 3.1.2. Vîi méi si¶u m°t bªc hai pSq trong khæng gian x¤ £nh thüc PnpRq, luæn t¼m �÷ñc

mët möc ti¶u x¤ £nh sao cho �èi vîi nâ ph÷ìng tr¼nh cõa pSq câ d¤ng ch½nh tc:

�x2
0 � x2

1 � ...� x2
p�1 � x2

p � ...� x2
p�q�1 � 0

(câ p d§u � v  q d§u �).

trong �â 1 ¤ p� q ¤ n� 1 v  q ¥ p ¥ 0.

Méi si¶u m°t bªc hai câ �óng mët d¤ng ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc.

Si¶u m°t bªc hai pSq trong tr÷íng hñp �â gåi l  si¶u m°t bªc hai câ ch¿ sè pp, qq.

3.1.5 Ph¥n lo¤i si¶u m°t bªc hai trong khæng gian x¤ £nh thüc

Hai si¶u m°t bªc hai pS1q v  pS2q trong Pn gåi l  t÷ìng �÷ìng x¤ £nh n¸u câ mët ph²p bi¸n

�êi x¤ £nh bi¸n pS1q v  pS2q. Khi �â chóng câ còng nhúng t½nh ch§t x¤ £nh.

�ành lþ 3.1.3. Hai si¶u m°t bªc hai pS1q v  pS2q trong khæng gian x¤ £nh thüc l  t÷ìng �÷ìng

khi v  ch¿ khi ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc cõa chóng gièng nhau (nâi c¡ch kh¡c, chóng câ còng ch¿ sè

pp, qq).

Chùng minh. Gi£ sû �èi vîi möc ti¶u tSi;Eu si¶u m°t pS1q câ ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc gièng nh÷

ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc cõa si¶u m°t pS2q �èi vîi möc ti¶u tS1
i;E

1u. Gåi f l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh

bi¸n möc ti¶u thù nh§t th nh möc ti¶u thù hai th¼ d¹ d ng th§y r¬ng f s³ bi¸n pS1q th nh pS2q.

Ng÷ñc l¤i, n¸u pS1q v  pS2q t÷ìng �÷ìng x¤ £nh th¼ câ ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f bi¸n pS1q

th nh pS2q. Chån möc ti¶u tSi;Eu sao cho �èi vîi nâ pS1q câ ph÷ìng tr¼nh d¤ng ch½nh tc v  gåi
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tS1
i;E

1u l  £nh cõa möc ti¶u �â. Khi �â, hiºn nhi¶n �èi vîi möc ti¶u mîi n y, ph÷ìng tr¼nh cõa

pS2q câ d¤ng ch½nh tc gièng nh÷ d¤ng ch½nh tc cõa pS1q.

3.1.6 Ph¥n lo¤i x¤ £nh cõa c¡c �÷íng bªc hai trong P2pRq v 

P3pRq v  t¶n gåi cõa chóng

Trong P2 ta câ 5 lo¤i �÷íng bªc hai sau �¥y:

1)

x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0.

Nâ �÷ñc gåi l  �÷íng ævan £o v¼ nâ khæng chùa �iºm thüc n o. Trong m°t ph¯ng (phùc)

mð rëng cõa P2pRq th¼ ph÷ìng tr¼nh tr¶n x¡c �ành mët �÷íng bªc hai khæng réng:

2)

�x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0.

Nâ �÷ñc gåi l  �÷íng ævan, hay �÷íng cænic.

3)

x2
0 � x2

1 � 0.

Nâ �÷ñc gåi l  c°p �÷íng th¯ng £o li¶n hñp. Nâ ch¿ gçm 1 �iºm thüc duy nh§t l  �iºm

p1 : 0 : 0q.

4)

�x2
0 � x2

1 � 0.

�¥y l  c°p �÷íng th¯ng câ ph÷ìng tr¼nh:

x0 � x1 � 0 v  � x0 � x � 0.

5)

x2
0 � 0.

�¥y l  c°p �÷íng th¯ng tròng nhau.

Trong P3 câ 8 m°t bªc hai sau �¥y:

1) x2
0 � x2

1 � x2
2 � x2

3 � 0, gåi l  m°t tr¡i xoan £o.

2) �x2
0 � x2

1 � x2
2 � x2

3 � 0, gåi l  m°t tr¡i xoan.

3) �x2
0 � x2

1 � x2
2 � x2

3 � 0, gåi l  m°t k´ bªc hai.
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4) x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0, gåi l  m°t nân £o. Nâ ch¿ gçm mët �iºm thüc duy nh§t p1 : 0 : 0 : 0q.

5) �x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0, gåi l  m°t nân.

6) x2
0 � x2

1 � 0, gåi l  c°p m°t ph¯ng £o li¶n hñp. Nâ gçm mët �÷íng th¯ng thüc vîi ph÷ìng

tr¼nh l : x0 � 0; x1 � 0.

7) �x2
0 � x2

1 � 0. �¥y l  c°p m°t ph¯ng câ ph÷ìng tr¼nh: x0 � x1 � 0 v  �x0 � x1 � 0.

8) x2
0 � 0. �¥y l  c°p m°t ph¯ng tròng nhau.

3.1.7 Li¶n h» giúa si¶u m°t bªc hai x¤ £nh v  si¶u m°t bªc afin

Ta x²t khæng gian x¤ £nh Pn vîi möc ti¶u x¤ £nh tS0, S1, ..., Sn;Eu v  khæng gian afin

An � Pn zW, trong �â W l  si¶u ph¯ng x¤ £nh x0 � 0.

Gi£ sû pSq l  mët si¶u m°t bªc hai trong Pn câ ph÷ìng tr¼nh �èi vîi möc ti¶u �¢ chån l :

ņ

i,j�0

aijxixj � 0 (3.5)

Ta gåi pS1q � pSq z W th¼ c¡c �iºm cõa pS1q câ to¤ �ë afin (�èi vîi möc ti¶u afin sinh bði

möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån) tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh:

ņ

i,j�1

aijXiXj � 2
ņ

i�1

a0iXi � a00 � 0 (3.6)

N¸u c¡c aij pi, j � 1, 2, ..., nq khæng �çng thíi b¬ng 0 (tùc l  W khæng n¬m tr¶n pSq th¼ pS1q)

l  mët si¶u m°t bªc hai afin trong khæng gian An. Khi �â ta nâi r¬ng si¶u m°t bªc hai x¤ £nh

pSq sinh ra si¶u m°t bªc hai afin pS1q.

Ng÷ñc l¤i, méi si¶u m°t bªc hai afin pS1q trong An �·u �÷ñc sinh ra bði mët si¶u m°t bªc hai

x¤ £nh duy nh§t pSq trong Pn.

Thªt vªy, n¸u pS1q câ ph÷ìng tr¼nh (3.6) trong mët möc ti¶u afin cõa An, th¼ b¬ng c¡ch thay

Xi b¬ng xi{x0 ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh (3.5) x¡c �ành cho ta mët si¶u m°t bªc hai x¤ £nh pSq �èi

vîi möc ti¶u x¤ £nh sinh ra möc ti¶u afin �¢ chån.

Ta h¢y l§y mët �iºm C n¬m tr¶n giao SXW, khi �â C câ to¤ �ë x¤ £nh C � p0 : c1 : ... : cnq

m 
ņ

i,j�1

aijcicj � 0.

Bði vªy �iºm væ tªn C x¡c �ành ph÷ìng ÝÑc � pc1, c2, ..., cnq ch½nh l  ph÷ìng ti»m cªn cõa

si¶u m°t afin pS1q � pSq zW.
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3.1.8 �÷íng ævan trong mæ h¼nh x¤ £nh cõa m°t ph¯ng afin

thüc

Gåi W l  mët �÷íng th¯ng trong m°t ph¯ng x¤ £nh thüc P2, v  A2 � P2 zW l  m°t ph¯ng

afin thüc. Ta h¢y xem mët �÷íng cænic cõa A2 s³ �÷ñc sinh ra bði �÷íng bªc hai x¤ £nh n o

trong P2?

Gi£ sû pEq l  �÷íng elip cõa A2. Khi �â, ta câ thº chån mët möc ti¶u afin cõa A2 sao cho

ph÷ìng tr¼nh cõa pEq câ d¤ng: X2
1�X2

2�1 � 0. �÷íng elip pEq �÷ñc sinh ra bði �÷íng bªc hai x¤

£nh cõa P2, m  ph÷ìng tr¼nh cõa nâ �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh t÷ìng ùng s³ l : �x2
0�x2

1�x2
2 � 0.

�¥y l  mët �÷íng ævan khæng ct �÷íng th¯ng væ tªn W.

Gi£ sû pHq l  mët hypebol. Khi �â, ta câ thº chån mët möc ti¶u afin cõa A2 sao cho ph÷ìng

tr¼nh cõa pHq câ d¤ng X2
1 �X2

2 � 1 � 0. �÷íng hypebol pHq �÷ñc sinh ra bði �÷íng bªc hai x¤

£nh cõa P2, m  ph÷ìng tr¼nh cõa nâ �èi vîi möc ti¶u x¤ £nh t÷ìng ùng l : x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0.

�¥y l  mët �÷íng ævan ct �÷íng th¯ng væ tªn W t¤i hai �iºm ph¥n bi»t (�â l  �iºm p0 : 1 : 1q

v  p0 : 1 : �1q).

Cuèi còng, ta gi£ sû pP q l  mët �÷íng parabol cõa A2. Ta chån möc ti¶u afin �º nâ câ

ph÷ìng tr¼nh: X2
1 �X2 � 0. Khi �â, nâ �÷ñc sinh ra bði �÷íng bªc hai x¤ £nh câ ph÷ìng tr¼nh:

x2
1 � x0x2 � 0. �¥y l  mët �÷íng ævan, v¼ ch¿ c¦n dòng ph²p �êi möc ti¶u xa £nh:

x0 � x10 � x12, x1 � x11, x2 � x10 � x12.

ta �÷a nâ v· ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc:

�x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0.

Ngo i ra, ta nhªn th§y �÷íng ævan §y ct �÷íng væ tªn W t¤i mët �iºm k²p (�â l  �iºm

p0 : 0 : 1q, ta cán nâi r¬ng nâ ti¸p vîi �÷íng væ tªn W ).

Tâm l¤i, ta �i �¸n k¸t qu£ sau �¥y:

N¸u pSq l  �÷íng ævan trong m°t ph¯ng x¤ £nh P2 th¼ trong m°t ph¯ng afin
A2 � P2 zW, tªp pSq zW s³ l :

- �÷íng elip, n¸u pSq khæng ct W.

- �÷íng Hypebol, n¸u pSq ct W t¤i hai �iºm ph¥n bi»t.

- �÷íng parabol, n¸u pSq ti¸p vîi W.
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3.2 �iºm li¶n hñp. Ph¯ng ti¸p xóc. Si¶u di»n lîp hai

3.2.1 �iºm li¶n hñp

Trong Pn vîi möc ti¶u �¢ chån, cho si¶u m°t bªc hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh xtAx � 0, v  hai

�iºm Y � py0 : y1 : ... : ynq, Z � pz0 : z1 : ... : znq.

�iºm Y gåi l  li¶n hñp vîi �iºm Z �èi vîi pSq n¸u ytAz � 0, trong �â y v  z l¦n l÷ñt l  ma

trªn cët to¤ �ë cõa �iºm Y v  Z.

Cè nhi¶n, khi �â ta công câ ztAy � 0, n¶n �iºm Z công li¶n hñp vîi �iºm Y �èi vîi pSq. Bði

vªy ta nâi: Hai �iºm Y v  Z li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq.

Rã r ng l : �iºm Y li¶n hñp vîi ch½nh nâ �èi vîi pSq khi v  ch¿ khi Y n¬m tr¶n pSq.

3.2.2 �inh lþ

�ành lþ 3.2.1. Gi£ sû hai �iºm ph¥n bi»t Y v  Z li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u m°t bªc hai pSq

trong khæng gian x¤ £nh Pn. Khi �â:

- N¸u �÷íng th¯ng xY,Zy ct pSq t¤i hai �iºm ph¥n bi»t M,N th¼ rY, Z,M,N s � �1.

- N¸u xY,Zy ct pSq t¤i mët �iºm duy nh§t th¼ �iºm �â ch½nh l  Y ho°c Z.

Chùng minh. Gi£ sû pSq câ ph÷ìng tr¼nh xtAx � 0.

- N¸u �÷íng th¯ng Y Z ct pSq t¤i hai �iºm ph¥n bi»t M,N th¼ pY q � k1pMq � l1pNq v 

pZq � k2pMq � l2pNq. V¼ hai �iºm Y,Z li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq, n¶n pY qtApZq � 0,

hay:

rk1pMqt � l1pNq
tsArk2pMq � l2pNqs � 0. (3.7)

Chó þ r¬ng v¼ M,N P pSq n¶n: pMqtApMq � pNqtApNq � 0, do �â tø (3.7) ta suy ra:

pk1l2 � k2l1qpMqtApNq � 0.

V¼ M,N l  hai �iºm ph¥n bi»t cõa pSq n¶n:

pMqtApNq � 0,

suy ra

k1l2 � k2l1 � 0.

Vªy

rY,Z,M,N s � rM,N, Y, Zs � �1.
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- N¸u Y Z ct pSq t¤i �iºm duy nh§t X th¼:

pXq � kpY q � lpZq v  pXqtApXq � 0,

do �â:

rpY qtApY qsk2 � 2rpY qtApZqskl � rpZqtApZqsl2 � 0.

Chó þ r¬ng, pY qtApZq � 0, ta �i �¸n

rpY qtApY qsk2 � rpZqtApZqsl2 � 0.

V¼ ph÷ìng tr¼nh n y ch¿ câ mët c°p nghi»m duy nh§t (sai kh¡c mët h¬ng sè nh¥n kh¡c 0),

n¶n ho°c pY qtApY q � 0 ho°c pZqtApZq � 0, tùc l  ho°c X tròng vîi Y , ho°c X tròng vîi

Z.

3.2.3 �ành lþ

�ành lþ 3.2.2. Trong K - khæng gian x¤ £nh Pn cho si¶u m°t bªc hai pSq v  �iºm Y. Tªp hñp

t§t c£ nhúng �iºm li¶n hñp vîi Y �èi vîi pSq ho°c l  mët si¶u m°t trong Pn ho°c l  to n bë Pn.

Chùng minh. Gi£ sû si¶u m°t pSq câ ph÷ìng tr¼nh:

xtAx �
ņ

i,j�0

aijxixj � 0.

v 

Y � py0 : y1 : ... : ynq.

�iºm X � px0 : x1 : ... : xnq li¶n hñp vîi Y �èi vîi pSq khi v  ch¿ khi:

ytAx � 0, hay
ņ

i,j�0

aij � yixj � 0 hay
ņ

j�0

p
ņ

i�0

aijyiqxj � 0. (3.8)

- N¸u h» sè cõa xj trong ph÷ìng tr¼nh (3.8) khæng �çng thíi b¬ng 0 (hay ma trªn ytA câ

c¡c sè h¤ng khæng �çng thíi b¬ng 0) th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.8) cho ta mët si¶u ph¯ng trong

Pn. Si¶u ph¯ng �â câ ma trªn cët to¤ �ë l  Ay.

- N¸u c¡c h» sè �â �·u b¬ng 0 (hay l  ma trªn ytA gçm to n sè 0) th¼ måi �iºm X cõa Pn

�·u câ to¤ �ë tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.8).
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3.2.4 Si¶u ph¯ng �èi cüc. �iºm ký dà

a. N¸u tªp hñp c¡c �iºm li¶n hñp vîi �iºm Y �èi vîi si¶u m°t ph¯ng bªc hai pSq l  mët si¶u

ph¯ng th¼ si¶u ph¯ng �â gåi l  si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm Y v  k½ hi»u l  Y �. Ng÷ñc l¤i,

�iºm Y gåi l  �iºm �èi cüc cõa si¶u ph¯ng Y �.

Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh cõa pSq v  to¤ �ë �iºm Y �¢ cho nh÷ trong möc 3.2.3, th¼ si¶u ph¯ng

�èi cüc Y � câ ph÷ìng tr¼nh (3.8).

N¸u ta �°t F l  v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh x¡c �ành pSq th¼ ph÷ìng tr¼nh (3.8) câ thº vi¸t

d÷îi d¤ng:
ņ

j�0

BF

Bxi
|Y xj � 0,

trong �â
BF

Bxi
|Y l  �¤o h m ri¶ng cõa F �èi vîi bi¸n xj l§y t¤i Y.

b. �iºm Y gåi l  �iºm k¼ dà cõa si¶u m°t bªc hai pSq n¸u Y li¶n hñp vîi måi �iºm cõa Pn �èi

vîi pSq.

Cè nhi¶n, �iºm k¼ dà cõa pSq ph£i n¬m tr¶n pSq (v¼ �iºm k¼ dà li¶n hñp vîi ch½nh nâ).

Ch¿ câ si¶u m°t bªc hai suy bi¸n mîi câ �iºm k¼ dà.

Thªt vªy, to¤ �ë cõa �iºm k¼ dà l  nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh:

ņ

i�0

aijxi � 0, j � 0, 1, ..., n.

Bði vªy, n¸u pSq câ �iºm k¼ dà th¼ h» ph÷ìng tr¼nh �â câ nghi»m khæng t¦m th÷íng, do �â,

detA � 0, hay pSq l  suy bi¸n.

3.2.5 Si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi si¶u m°t bªc hai

N¸u �iºm Y n¬m tr¶n si¶u m°t bªc hai pSq nh÷ng khæng ph£i l  �iºm k¼ dà cõa pSq th¼ si¶u

ph¯ng �èi cüc Y � cõa Y �èi vîi pSq �÷ñc gåi l  si¶u ph¯ng ti¸p xóc cõa pSq t¤i Y , hay cán gåi

l  si¶u ti¸p di»n cõa pSq t¤i Y . Rã r ng l  �iºm Y n¬m tr¶n si¶u ph¯ng Y �. �iºm Y gåi l  ti¸p

�iºm.

B§t k¼ m - ph¯ng n o �i qua Y v  n¬m trong si¶u ti¸p di»n Y � cõa pSq t¤i Y �·u gåi l  m -

ph¯ng ti¸p xóc cõa pSq t¤i Y . Khi m � 1, ta câ �÷íng th¯ng ti¸p xóc cõa pSq t¤i Y, hay cán gåi

l  ti¸p tuy¸n cõa pSq t¤i Y .

N¸u Y l  �iºm k¼ dà cõa pSq th¼ måi m - ph¯ng �i qua Y pm   nq �·u gåi l  m - ph¯ng ti¸p

xóc vîi pSq t¤i Y .

Trong måi tr÷íng hñp, 0 - ph¯ng Y (tùc l  �iºm Y ) ti¸p xóc vîi pSq khi v  ch¿ khi Y P pSq.
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3.2.6 Si¶u ph¯ng li¶n hñp �èi vîi si¶u ph¯ng bªc hai khæng suy

bi¸n

Tr÷îc h¸t ta chó þ r¬ng: N¸u si¶u m°t bªc hai pSq khæng suy bi¸n th¼ méi si¶u ph¯ng b§t k¼

�·u câ �iºm �èi cüc duy nh§t.

Thªt vªy, gi£ sû pSq câ ph÷ìng tr¼nh xtAx � 0 vîi detA � 0. Vîi si¶u ph¯ng U, �iºm X l 

�èi cüc cõa nâ khi v  ch¿ khi pXqtA � pUqt, hay ApXq � pUq, do �â, pXq � A�1pUq �÷ñc x¡c

�ành duy nh§t.

�ành ngh¾a 3.2.1. Hai si¶u ph¯ng U v  V gåi l  li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u m°t bªc hai

khæng suy bi¸n pSq khi hai �iºm �èi cüc cõa chóng li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq.

C¡c t½nh ch§t:

a. Hai si¶u ph¯ng li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n khi
v  ch¿ khi si¶u ph¯ng n y �i qua �iºm �èi cüc cõa si¶u ph¯ng kia.

Thªt vªy, cho hai si¶u ph¯ng U, V câ �iºm �èi cüc �èi vîi pSq l¦n l÷ñt l  U�, V �. Khi �â

U li¶n hñp vîi V �èi vîi pSq khi v  ch¿ khi U� v  V � l  hai �iºm li¶n hñp �èi vîi pSq. V¼

U gçm nhúng �iºm li¶n hñp vîi U� n¶n U �i qua V �. T÷ìng tü ta câ V �i qua U�.

b. Si¶u ph¯ng U li¶n hñp vîi ch½nh nâ �èi vîi si¶u m°t bªc hai pSq khi v  ch¿ khi
U ti¸p xóc vîi pSq (t¤i �iºm U� l  �iºm �èi cüc cõa U).

c. Cho hai si¶u ph¯ng ph¥n bi»t U,V li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u m°t bªc hai
khæng suy bi¸n pSq. N¸u qua giao UXV câ hai si¶u ph¯ng ph¥n bi»t P v  Q

còng ti¸p xóc vîi pSq th¼ rU,V,P,Qs � �1.

Thªt vªy, gåi c¡c �iºm �èi cüc cõa c¡c si¶u ph¯ng U, V, P,Q l¦n l÷ñt l  U�, V �, P �, Q� ta

câ: pU�q � A�1pUq, pV �q � A�1pV q, pP �q � A�1pP q, pQ�q � A�1pQ.)

V¼ c¡c si¶u ph¯ng U, V, P,Q còng thuëc mët chòm (câ gi¡ l  U X V q, n¶n: pP q � k1pUq �

l1pV q, pQq � k2pUq � l2pV q.

Tø �â:

pP �q � A�1pP q � k1A
�1pUq � l1A

�1pV q � k1pU
�q � l1pV

�q.

pQ�q � A�1pQq � k2A
�1pUq � l2A

�1pV q � k2pU
�q � l2pV

�q.

Vªy bèn �iºm U�, V �, P �, Q� th¯ng h ng. Nh÷ng hai �iºm U�, V � li¶n hñp vîi nhau �èi

vîi pSq cán P � v  Q� l  giao �iºm cõa U�V � vîi pSq n¶n rU�, V �, P �, Q�s � �1, do �â

rU, V, P,Qs � �1.
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3.2.7 Si¶u di»n lîp hai

Trong Pn vîi mët möc ti¶u �¢ chån, mët si¶u di»n lîp hai �÷ñc �ành ngh¾a l  tªp hñp pS�q

t§t c£ c¡c si¶u ph¯ng U � pu0 : u1 : ... : unq m  to¤ �ë cõa chóng tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh:

ņ

i,j�0

aijuiuj � 0,

trong �â aij � aji v  chóng khæng �çng thíi b¬ng 0.

Ph÷ìng tr¼nh �â gåi l  ph÷ìng tr¼nh cõa si¶u di»n lîp hai pS�q �èi vîi möc ti¶u �¢ chån.

N¸u ta k½ hi»u A l  ma trªn paijq, i, j � 0, 1, ..., n th¼ A l  ma trªn vuæng c§p n�1, �èi xùng

v  câ h¤ng ½t nh§t b¬ng 1. Nâ gåi l  ma trªn cõa pS�q �èi vîi möc ti¶u �¢ chån.

Ph÷ìng tr¼nh cõa pS�q câ thº vi¸t d÷îi d¤ng ma trªn:

utAu � 0.

N¸u detA � 0, si¶u di»n lîp hai pS�q gåi l  khæng suy bi¸n, n¸u detA � 0, pS�q gåi l  si¶u

bi¸n. Si¶u di»n lîp hai trong P2 cán gåi l  tuy¸n lîp hai.

V½ dö 3.2.3. Trong P2 cho tuy¸n lîp hai pS�q câ ph÷ìng tr¼nh:

u2
0 � u2

2 � 2u0u1 � 2u1u2 � 0.

Ma trªn cõa nâ: �
����
1 1 0

1 0 �1

0 �1 �1

�
���.

�â l  tuy¸n lîp hai suy bi¸n v¼ detA � 0.

Ta vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh cõa pS�q d÷îi d¤ng:

pu0 � 2u1 � u2qpu0 � u2q � 0.

Vîi u0 � 2u1 � u2 � 0, c¡c �÷íng th¯ng pu0 : u1 : u2q luæn luæn �i qua �iºm cè �ành

I � p1 : 2 : 1q.

Vîi u0 � u2 � 0, ta câ c¡c �÷íng th¯ng �i qua �iºm cè �ành J � p1 : 0 : �1q.

Nh÷ vªy, tuy¸n lîp hai pS�q �¢ cho l  tªp hñp gçm hai chòm �÷íng th¯ng câ t¥m I v  J.
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3.2.8 �èi ng¨u

Tr÷îc h¸t ta chùng minh r¬ng: Kh¡i ni»m si¶u di»n lîp hai l  �èi ng¨u cõa kh¡i ni»m si¶u

m°t bªc hai.

Thªt vªy, gi£ sû �¢ chån trong Pn mët möc ti¶u x¤ £nh, ta x²t ph²p �èi x¤ π, nâ bi¸n méi

�iºm X th nh si¶u ph¯ng πpXq câ to¤ �ë gièng nh÷ to¤ �ë cõa X. B¥y gií gi£ sû pSq l  mët si¶u

m°t bªc hai n o �â trong Pn, �èi vîi möc ti¶u �¢ chån câ ph÷ìng tr¼nh:
ņ

i,j�0

aijxixj � 0 (3.9)

Mët �iºm X � px0 : x1 : ... : xnq thuëc pSq khi v  ch¿ khi to¤ �ë cõa nâ tho£ m¢n ph÷ìng

tr¼nh (3.9). Qua ph²p �èi x¤ π, �iºm X �÷ñc bi¸n th nh si¶u ph¯ng U câ to¤ �ë gièng nh÷ to¤

�ë cõa X, cho n¶n to¤ �ë cõa U công tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.9). Nh÷ vªy qua ph²p �èi x¤,

tªp pSq bi¸n th nh tªp t§t c£ c¡c si¶u ph¯ng câ to¤ �ë pu0 : u1 : ... : unq tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh:
ņ

i,j�0

aijuiuj � 0.

Nâi c¡ch kh¡c mët si¶u m°t bªc hai bi¸n th nh mët si¶u di»n lîp hai.

Tø chùng minh tr¶n ta công câ: si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n v  si¶u di»n lîp hai khæng

suy bi¸n l  hai kh¡i ni»m �èi ng¨u.

Ta câ thº �ành ngh¾a c¡c kh¡i ni»m li¶n quan �¸n si¶u di»n lîp hai, �èi ng¨u vîi c¡c kh¡i ni»m

t÷ìng ùng li¶n quan �¸n si¶u m°t lîp hai. Cö thº l :

Si¶u ph¯ng li¶n hñp: Cho si¶u di»n lîp hai pS�q câ ph÷ìng tr¼nh utAu � 0. Hai
si¶u ph¯ng V v  W gåi l  li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pS�q n¸u pVqtApWq � 0, trong �â
pVq v  pWq l¦n l÷ñt l  c¡c ma trªn cët to¤ �ë cõa V v  W.

Ta câ c¡c k¸t qu£ sau �¥y, suy ra tø nguy¶n tc �èi ng¨u:

a. N¸u hai si¶u ph¯ng U v  W li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u di»n lîp hai pS�q trong khæng

gian x¤ £nh Pn th¼:

- N¸u câ hai si¶u ph¯ng P v  Q (còng thüc, ho°c £o li¶n hñp) cõa pS�q còng �i
qua giao V XW th¼ rV,W,P,Qs � �1.

- N¸u ch¿ câ mët si¶u ph¯ng duy nh§t cõa pS�q �i qua V XW th¼ si¶u ph¯ng �â
tròng vîi V ho°c W.

b. Cho si¶u di»n lîp hai pS�q v  si¶u ph¯ng V th¼:

- Ho°c V li¶n hñp vîi b§t k¼ mët si¶u ph¯ng n o. Trong tr÷íng hñp �â, ta gåi V l 

si¶u ph¯ng k¼ dà cõa pS�q, nâ công thuëc pS�q. Ch¿ câ si¶u di»n lîp hai suy bi¸n mîi câ

si¶u ph¯ng k¼ dà.
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- Ho°c l  måi si¶u ph¯ng li¶n hñp vîi V �·u �i qua mët �iºm, gåi l  �iºm �èi
cüc cõa V �èi vîi pS�q.

c. N¸u si¶u ph¯ng V thuëc si¶u di»n lîp hai pS�q v  khæng ph£i l  si¶u ph¯ng k¼ dà th¼ �iºm

�èi cüc V � cõa nâ gåi l  �iºm ti¸p xóc cõa pS�q t¤i V. Måi m - ph¯ng pm   nq n¬m trong

V v  �i qua V � gåi l  m - ph¯ng ti¸p xóc t¤i V.

d. N¸u pS�q l  si¶u di»n lîp hai khæng suy bi¸n th¼ måi �iºm M �·u câ si¶u ph¯ng �èi cüc

M� �èi vîi pS�q. Hai �iºm M v  N gåi l  li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u di»n lîp hai khæng

suy bi¸n pS�q n¸u hai si¶u ph¯ng �èi cüc cõa chóng li¶n hñp vîi nhau. �iºm M l  �iºm

ti¸p xóc cõa pS�q khi v  ch¿ khi M li¶n hñp vîi ch½nh nâ.

Cho M v  N l  hai �iºm ph¥n bi»t v  li¶n hñp vîi nhau �èi vîi si¶u di»n lîp hai khæng suy

bi¸n pS�q. Khi �â, n¸u câ hai �iºm ti¸p xóc P,Q cõa pS�q n¬m tr¶n �÷íng th¯ng xM,Ny

th¼ rM,N,P,Qs � �1.

3.2.9 �ành lþ M¡c - Læranh (Mac - Laurin)

�ành lþ 3.2.4. (�ành lþ M¡c - Læranh): Tªp hñp c¡c si¶u ph¯ng ti¸p xóc cõa mët si¶u m°t

bªc hai khæng suy bi¸n l  mët si¶u di»n lîp hai khæng suy bi¸n. Ng÷ñc l¤i, méi si¶u di»n lîp hai

khæng suy bi¸n gçm nhúng si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi mët si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n.

Chùng minh. Cho si¶u m°t lîp hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh xtAx � 0, v¼ nâ khæng suy bi¸n n¶n

detA � 0. Gi£ sû si¶u ph¯ng U ti¸p xóc vîi pSq tai �iºm Y � py0 : y1 : ... : ynq thuëc pSq. Khi

�â, to¤ �ë U l  pUq � Ay. V¼ �iºm Y thuëc pSq n¶n ytAy � 0, tø �â ta câ: ytAA�1Ay � 0, hay

pUqtA�1pUq � 0. �i·u �â chùng tä r¬ng tªp hñp c¡c si¶u ti¸p di»n U cõa pSq l  si¶u di»n lîp hai

pS�q câ ma trªn l  A�1.

Ng÷ñc l¤i, cho si¶u di»n lîp hai khæng suy bi¸n pS�q câ ph÷ìng tr¼nh utAu � 0 pdetA � 0q.

Ta gåi pSq l  si¶u m°t bªc hai câ ph÷ìng tr¼nh xtA�1x � 0. Khi �â công chùng minh t÷ìng tü

nh÷ tr¶n th¼ méi si¶u ph¯ng U cõa pS�q �·u l  si¶u ph¯ng ti¸p xóc cõa pSq.

H» qu£ 3.2.5. Gi£ sû ta câ m»nh �· M n o �â câ li¶n quan �¸n kh¡i ni»m si¶u m°t bªc hai

khæng suy bi¸n. Trong m»nh �· pM�q �èi ng¨u cõa M, cöm tø "si¶u m°t bªc hai" s³ �÷ñc thay

b¬ng cöm tø "si¶u di»n lîp hai". Ch¯ng h¤n c¥u: " Cho hai �iºm thuëc mët si¶u m°t bªc hai"

(c¥u 1) s³ trð th nh " Cho hai si¶u ph¯ng thuëc mët si¶u m°t lîp hai" (c¥u 2). Nh÷ng theo �ành

lþ M¡c - Læranh th¼ c¥u 2 §y công câ ngh¾a l  "Cho hai si¶u ph¯ng ti¸p xóc vîi mët si¶u m°t bªc

hai" (c¥u 2'). Ta l¤i bi¸t r¬ng c¥u 1 câ thº ph¡t biºu d÷îi d¤ng: "Cho 0 - ph¯ng ti¸p xóc vîi mët

si¶u m°t bªc hai" (c¥u 1'). So s¡nh hai c¥u �èi ng¨u 1' v  2' ta th§y r¬ng tø 0 - ph¯ng �÷ñc thay

b¬ng pn� 1q - ph¯ng, c¡c tø kh¡c giú nguy¶n.

Mët c¡ch têng qu¡t, câ thº nâi r¬ng: Nguy¶n tc �èi ng¨u v¨n �÷ñc ¡p döng �èi vîi nhúng

m»nh �· li¶n quan tîi si¶u m°t bªc hai khæng suy bi¸n.
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V½ dö 3.2.6. Trong P2 c°p m»nh �· sau l  �èi ng¨u: " Câ mët �÷íng ævan duy nh§t �i qua 5

�iºm cho tr÷îc, trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng" v  " câ mët �÷íng ævan ti¸p xóc vîi

5 �÷íng th¯ng cho tr÷îc, trong �â khæng câ 3 �÷íng th¯ng n o �çng quy".

3.3 �nh x¤ x¤ £nh giúa c¡c �÷íng th¯ng v  chòm

�÷íng th¯ng trong P2

3.3.1 �nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm

Tªp hñp c¡c �iºm thuëc mët �÷íng th¯ng gåi l  mët h ng �iºm.

N¸u �÷íng th¯ng �â l  s th¼ h ng �iºm công k½ hi»u l  s.

Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t s v  s1, v  mët ¡nh x¤ f : s Ñ s1 tø h ng �iºm s

�¸n h ng �iºm s1. Theo �ành lþ cì b£n cõa ¡nh x¤ x¤ £nh th¼: song ¡nh f : sÑ s1 (xem s v  s1 l 

c¡c khæng gian x¤ £nh mët chi·u) l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh khi v  ch¿ khi nâ b£o tçn t¿ sè k²p cõa

bèn �iºm b§t k¼ tr¶n s.

�nh x¤ x¤ £nh s³ �÷ñc x¡c �ành n¸u cho bi¸t ba �iºm ph¥n bi»t A,B,C tr¶n s v  £nh cõa

chóng A1 � fpAq, B1 � fpBq, C 1 � fpCq tr¶n s1. Khi �â méi �iºm M P s s³ câ £nh l  M 1 P s1 sao

cho rA,B,C,M s � rA1, B1, C 1,M 1s.

�ành ngh¾a 3.3.1. Trong P2 cho hai �÷íng th¯ng ph¥n bi»t s v  s1 v  mët �iºm P khæng thuëc

chóng. �nh x¤ f : s Ñ s1 bi¸n méi �iºm M P s th nh �iºm M 1 � s1 X PM gåi l  ph²p chi¸u

xuy¶n t¥m tø s �¸n s1, �iºm P gåi l  t¥m cõa ph²p f.

P

S

M

Q
M 1

S1

Rã r ng l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm. N¸u gåi Q l  giao

�iºm cõa s v  s1 th¼ hiºn nhi¶n fpQq � Q. �iºm Q gåi l  �iºm tü ùng cõa ph²p chi¸u xuy¶n t¥m

f.

�ành lþ 3.3.1. �nh x¤ x¤ £nh f : s Ñ s1 giúa hai h ng �iºm s v  s1 l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m

khi v  ch¿ khi giao �iºm cõa s v  s1 l  �iºm tü ùng.
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P

B
A

Q A1
B1

Thªt vªy, ta ch¿ c¦n chùng minh r¬ng n¸u giao �iºm Q cõa s v  s1 l  �iºm tü ùng th¼ f l 

ph²p chi¸u xuy¶n t¥m.

L§y tr¶n s hai �iºm ph¥n bi»t A,B kh¡c vîi Q v  gåi A1 � fpAq, B1 � fpBq, P � AA1XBB1.

Gi£ sû f : sÑ s1 l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m vîi t¥m P th¼ fpQq � f 1pQq, fpAq � f 1pAq, fpBq �

f 1pBq n¶n f tròng vîi f 1.

3.3.2 �nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng

Tªp hñp t§t c£ c¡c �÷íng th¯ng trong P2 còng �i qua mët �iºm S �÷ñc gåi l  chòm �÷íng

th¯ng t¥m S v  k½ hi»u l  tSu. Chòm �÷íng th¯ng l  kh¡i ni»m �èi ng¨u cõa kh¡i ni»m h ng

�iºm (trong P2).

�ành ngh¾a 3.3.2. Cho hai chòm �÷íng th¯ng ph¥n bi»t tSu v  tS1u trong P2. Mët ¡nh x¤

f : tSu Ñ tS1u bi¸n mët �÷íng th¯ng cõa tSu th nh mët �÷íng th¯ng cõa tS1u �÷ñc gåi l  mët

¡nh x¤ x¤ £nh n¸u nâ b£o tçn t¿ sè k²p cõa bèn �÷íng th¯ng b§t k¼.

�i·u �â ngh¾a l  n¸u a, b, c, d l  bèn �÷íng th¯ng �i qua S v  £nh cõa chóng l  a1, b1, c1, d1

(�·u �i qua S1) th¼ ra, b, c, ds � ra1, b1, c1, d1s.

Rã r ng l , kh¡i ni»m "¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng" l  �èi ng¨u vîi kh¡i ni»m

"¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm". Bði vªy ta câ: �nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷ñc x¡c �ành

khi bi¸t £nh cõa ba �÷íng th¯ng ph¥n bi»t.

�ành ngh¾a 3.3.3. Trong P2 cho hai chòm �÷íng th¯ng ph¥n bi»t tSu v  tS1u v  mët �÷íng

th¯ng p khæng thuëc chóng (câ ngh¾a l  p khæng �i qua S v  khæng �i qua S1). �nh x¤ x¤ £nh

f : tSu Ñ tS1u bi¸n méi �÷íng th¯ng m P tSu th nh �÷íng th¯ng m1 �i qua S1 v  mX p �÷ñc gåi

l  ph²p chi¸u xuy¶n tröc, p gåi l  tröc cõa ph²p chi¸u f.

Ph²p chi¸u xuy¶n tröc l  kh¡i ni»m �èi ng¨u cõa ph²p chi¸u xuy¶n t¥m. Hiºn nhi¶n, ph²p

chi¸u xuy¶n tröc l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai chòm �÷íng th¯ng.
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S1

S

m

m1

p

q

N¸u f : tSu Ñ tS1u l  ph²p chi¸u xuy¶n tröc th¼ �÷íng th¯ng q � SS1 bi¸n th nh ch½nh nâ.

�÷íng th¯ng q gåi l  �÷íng th¯ng tü ùng. Ta câ �ành lþ sau �¥y:

�ành lþ 3.3.2. �nh x¤ x¤ £nh f : tSu Ñ tS1u giúa hai chòm tSu v  tS1u l  ph²p chi¸u xuy¶n

tröc khi v  ch¿ khi �÷íng th¯ng SS1 tü ùng.

3.3.3 �p döng

Sau �¥y ta dòng ph²p chi¸u xuy¶n t¥m �º chùng minh �ành lþ Papuþt.

�ành lþ 3.3.3. Trong P2 cho ba �iºm ph¥n bi»t A0, B0, C0 n¬m tr¶n �÷íng th¯ng S0, ba �iºm

A1, B1, C1 n¬m tr¶n �÷íng th¯ng S1, sao cho 6 �iºm �â �·u khæng tròng vîi giao �iºm cõa S0 v 

S1.

Chùng minh r¬ng ba giao �iºm A2 � B0C1XB1C0, B2 � C0A1XC1A0 v  C2 � A0B1XA1B0

th¯ng h ng.

A0

B0

C0

S0

C2

B2

A2

A1 B1 C1

S1

Chùng minh. Gåi h : xA0, B0y Ñ S0 l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m l  A1, g : S0 Ñ C0B1 l 

ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m C1. Khi �â: f � g0f : xA0, B1y Ñ xC0, B1y l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh.

D¹ d ng th§y r¬ng fpB1q � B1, suy ra f l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, công d¹ th§y B2 l  t¥m cõa

f v  f bi¸n C2 th nh A2. Tø �â ta k¸t luªn: A2, B2, C2 th¯ng h ng.
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3.3.4 �inh lþ St¥yne (Steiner)

�ành lþ 3.3.4. (St¥yne): X²t trong m°t ph¯ng x¤ £nh thùc P2pRq :

a. Cho hai �iºm cè �ành S1 v  S2 n¬m tr¶n mët �÷íng ævan v  mët �iºm M thay �êi tr¶n

ævan �â. Khi �â ¡nh x¤ f : tS1u Ñ tS2u bi¸n �÷íng th¯ng S1M th nh �÷íng th¯ng S2M

l  mët ¡nh x¤ x¤ £nh, kh¡c ph²p chi¸u xuy¶n tröc (Chó þ r¬ng, khi M tròng vîi S1, ta xem

S1M l  ti¸p tuy¸n cõa ævan t¤i S1, �èi vîi S2 công th¸).

b. Ng÷ñc l¤i: Cho ¡nh x¤ x¤ £nh f : tS1u Ñ tS2u giúa hai chòm ph¥n bi»t tS1u v  tS2u. N¸u

f khæng ph£i ph²p chi¸u xuy¶n tröc th¼ tªp hñp giao �iºm cõa c¡c �÷íng th¯ng t÷ìng ùng

l  mët �÷íng ævan.

Chùng minh. a. Gåi d0 l  �÷íng th¯ng �i qua S1 v  S2, d1, d2 l¦n l÷ñt l  ti¸p tuy¸n cõa ævan

t¤i S2 v  S1, S0 � d1 X d2. L§y mët �iºm E cè �ành tr¶n ævan v  kh¡c vîi S1 v  S2.

N¸u chån tS1, S2, S3;Eu l m möc ti¶u x¤ £nh th¼ d¹ th§y r¬ng ph÷ìng tr¼nh cõa ævan l :

x2
0 � x1x2 � 0.

N¸u �iºm M n¬m tr¶n ævan, kh¡c vîi S1 v  S2 th¼ to¤ �ë pX0 : x1 : x2q cõa nâ tho£ m¢n

ph÷ìng tr¼nh �â v  x0 � 0 v  do �â, x1 � 0. Bði vªy:

x2

x0
�

x0

x1

S0

a1

m1

S1

d2

d0

d1

S2

E

M

m a

N¸u gåi a � S1E, a1 � S2E,m � S1M,m1 � S2M th¼ d¹ th§y r¬ng: rd0, d2, a,ms �
x2

x0
, rd1, d0, a

1,m1s �
x0

x1
.

Suy ra: rd0, d2, a,ms � rd1, d0, a
1,m1s. Do �â f l  ¡nh x¤ x¤ £nh, v  v¼ d0 khæng tü ùng

n¶n f khæng ph£i l  ph²p chi¸u xuy¶n tröc.
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b. Gåi d0 l  �÷íng th¯ng �i qua S1 v  S2, fpd0q � d1, f
�1pd0q � d2. V¼ f khæng ph£i l  ph²p

chi¸u xuy¶n tröc n¶n d0 khæng tü ùng, do �â d0, d1, d2 �æi mët ph¥n bi»t. V¼ vªy ba �iºm

S0 � d1 X d2, S1, S2 ba �iºm �ëc lªp. Gåi a l  �÷íng th¯ng cõa chòm tS1u kh¡c vîi d0 v 

d2, a
1 � paq, v  E � a X a1. Ta chån tS0, S1, S2;Eu l m möc ti¶u x¤ £nh. Vîi méi �÷íng

th¯ng m P tS1u v  m1 � fpmq P tS2u, ta �°t mXm1 � X � px0 : x1 : x2q. Khi �â:

d0 � p1 : 0 : 0q, d1 � p0 : 1 : 0q, d2p0 : 0 : 1q,

a � p1 : 0 : �1q, a1 � p�1 : 1 : 0q, m � px2 : 0 : �x0q,

m1 � p�x1 : x0 : 0q.

Tø �â suy ra:

rd0, d2, a,ms �
x2

x0
v  rd1, d0, a

1,m1s �
x0

x1
.

Nh÷ng v¼ f l  ¡nh x¤ x¤ £nh n¶n:

rd0, d2, a,ms � rd1, d0, a
1,m1s.

Vªy:
x2

x0
�

x0

x1
hay x2

0 � x1x2 � 0.

�â l  ph÷ìng tr¼nh cõa �÷íng ævan ti¸p vîi d1 v  d2 l¦n l÷ñt t¤i S2 v  S1.

S0

a1

m1

S1

d2
d0

d1
S2

E

m a

3.3.5 �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành lþ St¥yne

Dòng nguy¶n tc �èi ng¨u ta suy ra �ành lþ sau �¥y l  �èi ng¨u cõa �ành lþ St¥yne:

�ành lþ 3.3.5. X²t trong m°t ph¯ng x¤ £nh thüc P2pRq :
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a. N¸u S1 v  S2 l  hai ti¸p tuy¸n ph¥n bi»t cõa mët ævan v  m l  mët ti¸p tuy¸n thay �êi

cõa ævan �â. Khi �â ¡nh x¤ f : S1 Ñ S2 bi¸n �iºm S1Xm th nh S2Xm l  mët ¡nh x¤ x¤

£nh, kh¡c vîi ph²p chi¸u xuy¶n t¥m. (Chó þ r¬ng khi m tròng vîi S1 th¼ ta xem S1 Xm l 

�iºm ti¸p xóc cõa S1 v  ævan, �èi vîi S2 công th¸).

b. Ng÷ñc l¤i, n¸u f : S1 Ñ S2 l  ¡nh x¤ x¤ £nh giúa hai h ng �iºm S1 v  S2. Khi �â, n¸u f

khæng ph£i l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m th¼ c¡c �÷íng th¯ng nèi hai �iºm t÷ìng ùng s³ ti¸p vîi

mët �÷íng ævan. �÷íng ævan �â ti¸p vîi S1 v  S2 l¦n l÷ñt t¤i f�1pQq v  fpQq � S1 X S2.

3.3.6 C¡ch x¡c �ành mët �÷íng ævan trong P2pRq

�ành lþ 3.3.6. Cho 5 �iºm A,B,C,D,E, trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng. Khi �â luæn

luæn câ mët �÷íng ævan duy nh§t �i qua chóng.

Chùng minh. X²t hai chòm �÷íng th¯ng tAu v  tBu. Câ ph²p ¡nh x¤ x¤ £nh duy nh§t f :

tAu Ñ tBu sao cho fpACq � BC, fpADq � BD, fpAEq � BE. Theo �ành lþ �èi ng¨u cõa �ành

lþ St¥yne, giao �iºm cõa c¡c �÷íng th¯ng t÷ìng ùng qua ¡nh x¤ f n¬m tr¶n �÷íng ævan pSq. Rã

r ng pSq �i qua 5 �iºm A,B,C,D,E v  pSq duy nh§t.

Sau �¥y l  c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ tr¶n, khi hai trong 5 �iºm �â tròng nhau, c¡ch

chùng minh t÷ìng tü nh÷ tr¶n.

H» qu£ 3.3.7. Cho 4 �iºm A,B,C,D trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng v  mët �÷íng

th¯ng a �i qua A nh÷ng khæng �i qua c¡c �iºm cán l¤i. Khi �â câ �÷íng ævan duy nh§t �i qua

A,B,C,D v  ti¸p vîi a t¤i A.

H» qu£ 3.3.8. Cho 3 �iºm A,B,C khæng th¯ng h ng, �÷íng th¯ng a �i qua A nh÷ng khæng �i

qua B v  C, �÷íng th¯ng b �i qua B nh÷ng khæng �i qua A v  C. Khi �â câ �÷íng ævan duy nh§t

�i qua C ti¸p vîi a v  b l¦n l÷ñt t¤i A v  B.

V  sau �¥y l  c¡c k¸t qu£ �èi ng¨u cõa c¡c k¸t qu£ tr¶n:

�ành lþ 3.3.9. Cho 5 �÷íng th¯ng a, b, c, d, e, trong �â khæng câ 3 �÷íng n o �çng quy. Khi �â,

câ mët �÷íng ævan duy nh§t ti¸p vîi chóng.

H» qu£ 3.3.10. Cho 4 �÷íng th¯ng a, b, c, d, trong �â khæng câ 3 �÷íng n o �çng quy v  mët

�iºm A n¬m tr¶n a nh÷ng khæng n¬m tr¶n c¡c �÷íng cán l¤i. Khi �â, câ �÷íng ævann duy nh§t

ti¸p vîi a, b, c, d v  �i qua A.

H» qu£ 3.3.11. Cho 3 �÷íng th¯ng a, b, c khæng �çng quy, mët �iºm A n¬m tr¶n a nh÷ng khæng

n¬m tr¶n b v  c, mët �iºm B n¬m tr¶n b nh÷ng khæng n¬m tr¶n a v  c. Khi �â câ duy nh§t mët

�÷íng ævan duy nh§t ti¸p vîi a t¤i A, ti¸p vîi b t¤i B v  ti¸p vîi c.
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3.4 �ành lþ Paxcan (Paxcal) v  �ành lþ Bri«ngsæng

(Brianshon)

3.4.1 H¼nh s¡u �¿nh v  �ành lþ Paxcan

Tªp hñp gçm 6 �iºm ph¥n bi»t câ thù tü A1, A2, A3, A4, A5, A6 gåi l  mët h¼nh s¡u �¿nh. Nâ

�÷ñc k½ hi»u l  A1A2A3A4A5A6. C¡c �iºm Ai gåi l  c¡c �¿nh cõa h¼nh s¡u �¿nh �â. C¡c �÷íng

th¯ng A1A2, A2A3, A3A4, A4A5, A5A6, A6A1 gåi l  c¡c c¤nh cõa h¼nh s¡u �¿nh. C¡c c°p �¿nh A1

v  A4, A2 v  A5, A3 v  A6 gåi l  c¡c c°p �¿nh �èi di»n. C¡c c°p c¤nh A1A2 v  A4A5, A2A3 v 

A5A6, A3A4 v  A6A1 gåi l  c¡c c°p c¤nh �èi di»n.

�ành lþ 3.4.1. (�ành lþ Paxcan): N¸u mët h¼nh 6 �¿nh câ 6 �¿nh n¬m tr¶n mët �÷íng ævan

(cán gåi l  h¼nh 6 �¿nh nëi ti¸p �÷íng ævan �â) th¼ giao �iºm cõa c¡c c°p c¤nh �èi di»n n¬m tr¶n

mët �÷íng th¯ng.

A1

A3

A5

A4 A6

A2

M

N

R

P
Q

Chùng minh. Gi£ sû h¼nh 6 �¿nh A1A2A3A4A5A6 nëi ti¸p �÷íng ævan pSq. Ta k½ hi»u: P �

A1A2XA4A5, Q � A2A3XA5A6, R � A3A4XA6A1, M � A1A2XA3A4, N � A2A3XA4A5.

Tø �ành lþ St¥yne �£o, ta câ:

rA1A2, A1A3, A1A4, A1A6s � rA5A2, A5A3, A5A4, A5A6s.

Nh÷ng:

rA1A2, A1A3, A1A4, A1A6s � rM,A3, A4, Rs,

rA5A2, A5A3, A5A4, A5A6s � rA2, A3, N,Qs.

V¼ vªy ta câ:

rM,A3, A4, Rs � rA2, A3, N,Qs.

�i·u �â chùng tä r¬ng, câ ph²p ¡nh x¤ x¤ £nh f : A3A4 Ñ A3A2 m  fpMq � A2, fpA3q �

A3, fpA4q � N, fpQq � R, hìn th¸, f l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m v¼ A3 tü ùng. Suy ra, c¡c �÷íng

th¯ng MA2, A4N,QR �çng quy. Nâi c¡ch kh¡c P,Q,R th¯ng h ng.
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3.4.2 C¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Paxcan

Ta câ thº �ành ngh¾a h¼nh n«m �¿nh, h¼nh bèn �¿nh, h¼nh ba �¿nh t÷ìng tü nh÷ �ành ngh¾a

h¼nh s¡u �¿nh. H¢y x²t mët h¼nh n«m �¿nh A1A2A3A4A5 nëi ti¸p �÷íng ævan pSq. Ta xem h¼nh

n«m �¿nh �â nh÷ l  mët tr÷íng hñp �°c bi»t cõa h¼nh s¡u �¿nh khi hai �¿nh li¶n ti¸p n o �â

tròng nhau, ch¯ng h¤n �â l  h¼nh s¡u �¿nh A1A2A3A4A5A5. Khi �â lªp luªn trong chùng minh

cõa �ành lþ Paxcan v¨n �óng n¸u c¤nh A5A6 �÷ñc thay b¬ng ti¸p tuy¸n cõa ævan t¤i �¿nh A5.

Vªy ta câ k¸t qu£ sau �¥y:

�ành lþ 3.4.2. N¸u h¼nh n«m �¿nh A1A2A3A4A5 nëi ti¸p �÷íng ævan pSq th¼ ba giao �iºm cõa:

c¤nh A1A2 vîi c¤nh A4A5, c¤nh A2A3 vîi ti¸p tuy¸n cõa pSq t¤i A5, cõa c¤nh A3A4 vîi c¤nh

A5A1 th¯ng h ng.

R

A1

A4

A2

P

Q

A3

A5 � A6

�èi vîi h¼nh bèn �¿nh ABCD nëi ti¸p ævan pSq, n¸u ta xem nâ l  tr÷íng hñp �°c bi»t cõa h¼nh

sau �¿nh AABBCD th¼ s³ câ ba �iºm sau �¥y th¯ng h ng: giao �iºm cõa ti¸p tuy¸n t¤i A vîi

c¤nh BC, giao �iºm hai c¤nh AB v  CD, giao �iºm cõa ti¸p tuy¸n t¤i B vîi c¤nh AD.

A

B

C

D

Công vîi h¼nh bèn �¿nh ABCD nâi tr¶n, n¸u ta xem nâ l  tr÷íng hñp �°c bi»t cõa h¼nh s¡u �¿nh

AABCCD ho°c ABBCDD th¼ s³ �÷ñc k¸t qu£ sau �¥y:

�ành lþ 3.4.3. N¸u h¼nh bèn �¿nh ABCD nëi ti¸p mët �÷íng ævan th¼ giao �iºm c¡c c°p c¤nh

�èi di»n v  giao �iºm c¡c ti¸p tuy¸n t¤i c¡c c°p �¿nh �èi di»n l  bèn �iºm th¯ng h ng.
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(C¡c c°p c¤nh �èi di»n l : AB v  CD, AD v  BC c¡c c°p �¿nh �èi di»n l  A v  C, B v  D).

A

B

C

D

�èi vîi h¼nh ba �¿nh ABC nëi ti¸p mët �÷íng ævan, n¸u ta xem nâ l  tr÷íng hñp �°c bi»t

cõa h¼nh s¡u �¿nh AABBCC th¼ �÷ñc k¸t qu£ sau �¥y:

�ành lþ 3.4.4. N¸u mët h¼nh ba �¿nh nëi ti¸p mët �÷íng ævan th¼ giao �iºm cõa mët c¤nh vîi

ti¸p tuy¸n t¤i �¿nh �èi di»n l  ba �iºm th¯ng h ng.

A
B

C
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3.4.3 �ành lþ Bri«ngsæng (Brianshon)

a1

a2

a3

a4

a5

a6

H¼nh s¡u �¿nh câ �èi ng¨u l  h¼nh s¡u c¤nh: H¼nh s¡u c¤nh l  tªp hñp câ thù tü gçm s u

�÷íng th¯ng a1, a2, a3, a4, a5, a6. Nâ �÷ñc k½ hi»u l  a1a2a3a4a5a6. C¡c �÷íng th¯ng ai gåi l 

c¤nh cõa h¼nh s¡u c¤nh �â. C¡c giao �iºm a1X a2, a2X a3, a3X a4, a4X a5, a5X a6, v  a6X a1

gåi l  c¡c �¿nh cõa h¼nh s¡u c¤nh. C¡c c°p c¤nh a1 v  a4, a2 v  a5, a3 v  a6 gåi l  c¡c c°p c¤nh

�èi di»n. C¡c c°p �¿nh a1 X a2 v  a4 X a5, a2 X a3 v  a5 X a6, a3 X a4 v  a6 X a1 gåi l  c¡c c°p

�¿nh �èi di»n. �ành lþ Paxcan câ �èi ng¨u l  �ành lþ sau �¥y, cán gåi l  �ành lþ Bri«ngsæng.

�ành lþ 3.4.5. (�ành lþ Bri«ngsæng): N¸u mët h¼nh s¡u c¤nh câ s¡u c¤nh ph¥n bi»t còng

ti¸p vîi mët �÷íng ævan (cán gåi l  h¼nh löc gi¡c ngo¤i ti¸p ævan �â) th¼ c¡c �÷íng th¯ng nèi c¡c

�¿nh �èi di»n �çng quy.

C¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Paxcan công câ c¡c m»nh �· �èi ng¨u t÷ìng ùng, sau

�¥y ta kº ra hai trong sè c¡c m»nh �· l  �èi ng¨u cõa c¡c tr÷íng hñp �°c bi»t cõa �ành lþ Paxcan.

�ành lþ 3.4.6. N¸u mët h¼nh bèn c¤nh ngo¤i ti¸p mët �÷íng ævan th¼ c¡c �÷íng th¯ng nèi c¡c

�¿nh �èi di»n v  c¡c �÷íng th¯ng nèi ti¸p �iºm tr¶n c¡c c¤nh �èi di»n l  bèn �÷íng th¯ng �çng

quy.

�ành lþ 3.4.7. N¸u mët h¼nh ba c¤nh ngo¤i ti¸p mët �÷íng ævan th¼ c¡c �÷íng th¯ng nèi mët

�¿nh vîi ti¸p �iºm tr¶n c¤nh �èi di»n l  ba �÷íng th¯ng �çng quy.

3.4.4 Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa mët �÷íng ævan

Cho bèn �iºm ph¥n bi»t A,B,C,D n¬m tr¶n �÷íng ævan pSq. Khi �â, tø �ành lþ St¥yne

thuªn ta suy ra, n¸u M l  mët �iºm thay �êi tr¶n pSq th¼ t¿ sè k²p rMA,MB,MC,MDs câ gi¡
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trà khæng phö thuëc v o M. T¿ sè k²p �â �÷ñc gåi l  t¿ sè k²p cõa bèn �iºm A,B,C,D tr¶n pSq

v  k½ hi»u l  rA,B,C,DspSq.

Mët song ¡nh f : pSq Ñ pSq cõa pSq l¶n ch½nh nâ �÷ñc gåi l  ph²p bi¸n �êi cõa pSq n¸u f

b£o tçn t¿ sè k²p cõa bèn �iºm b§t k¼ tr¶n pSq.

�ành lþ 3.4.8. Cho f : pSq Ñ pSq l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh kh¡c �çng nh§t cõa �÷íng ævan pSq.

Khi �â, vîi b§t k¼ hai �iºm ph¥n bi»t M,N cõa pSq v  £nh cõa chóng M 1 � fpMq, N 1 � fpNq,

giao �iºm cõa MN 1 v  M 1N luæn n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng cè �ành.

Chùng minh. Chån ba �iºm P,Q,R ph¥n bi»t tr¶n pSq v  gåi P 1, Q1, R1 l  £nh cõa chóng qua

f. Khi �â ¡p döng �ành lþ Paxcan v o löc gi¡c PQ1RP 1QR1 ta câ ba �iºm PR1 X P 1R, PQ1 X

P 1Q, RQ1 X R1Q còng n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng d. B¥y gií, gåi M l  �iºm b§t k¼ tr¶n pSq

v  M 1 l  £nh cõa nâ th¼ v¼ f b£o tçn t¿ sè k²p cõa bèn �iºm tr¶n pSq n¶n rP,Q,R,M spSq �

rP 1, Q1, R1,M 1spSq. Tø �â suy ra rP 1P, P 1Q,P 1R,P 1M s � rPP 1, PQ1, PR1, PM 1s v  do �â P 1MX

PM 1 P d. T÷ìng tü n¸u N n¬m tr¶n pSq v  câ £nh l  N 1 th¼ P 1N X PN 1 P d.

B¥y gií, ¡p döng �ành lþ Paxcan cho löc gi¡c PM 1NP 1MN 1 th¼ ta th§y ngay giao �iºm cõa

MN 1 v  M 1N n¬m tr¶n d.

3.4.5 �ành lþ Fr¶gi¶ (Fresgier)

�ành lþ 3.4.9. (�ành lþ Fr¶gi¶): N¸u f : pSq Ñ pSq l  ph²p �èi hñp cõa �÷íng ævan pSq,

kh¡c vîi ph²p �çng nh§t, th¼ �÷íng th¯ng nèi hai �iºm t÷ìng ùng b§t k¼ luæn �i qua mët �iºm cè

�ành, gåi l  �iºm Fr¶gi¶ cõa f.

Chùng minh. V¼ f l  bi¸n �êi x¤ £nh cõa pSq n¶n vîi hai �iºm b§t k¼ M,N cõa pSq v  £nh M 1, N 1

cõa chóng, ta câ giao �iºm M 1N XMN 1 luæn n¬m tr¶n �÷íng th¯ng d cè �ành. V¼ f l  ph²p �èi

hñp n¶n n¸u M 1 � fpMq th¼ M � fpM 1q, cho n¶n �èi vîi c°p �iºm M,M 1, ta câ £nh cõa chóng

l  c°p �iºm M 1,M. Bði vªy, giao �iºm hai ti¸p tuy¸n cõa pSq t¤i M v  M 1 n¬m tr¶n d, tùc l  d

�i qua �iºm �èi cüc cõa MM 1. Tø �â suy ra �÷íng th¯ng MM 1 �i qua �iºm F l  �iºm �èi cüc

cõa �÷íng th¯ng d.

�ành lþ 3.4.10. (�ành lþ �£o): Cho mët �iºm F cè �ành khæng n¬m tr¶n ævan pSq. Vîi méi

�iºm M P pSq ta l§y M 1 P pSq sao cho F,M,M 1 th¯ng h ng. Khi �â, ¡nh x¤ f : pSq Ñ pS1q m 

fpMq �M 1 l  mët ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp cõa pSq.

Chùng minh. Gåi M,N l  hai �iºm cõa pSq v  M 1 � fpMq, N 1 � fpNq. Khi �â câ ph²p bi¸n �êi

x¤ £nh duy nh§t f 1 sao cho f 1pMq �M 1, f 1pNq � N 1, f 1pM 1q �M. D¹ th§y r¬ng, f 1 l  ph²p �èi

hñp vîi �iºm Fr¶gi¶ l  F, v  hiºn nhi¶n f 1 tròng vîi f.
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3.5 Bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp cõa �÷íng th¯ng - �ành

lþ �ìd¡c thù hai

3.5.1 Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp cõa �÷íng th¯ng

Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh f : Pn Ñ Pn gåi l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh �èi hñp (ho°c gåi tt l  ph²p

�èi hñp) cõa Pn n¸u f2 � IdPn .

C¡c v½ dö cõa ph²p �èi hñp l : Ph²p �çng nh§t, ph²p th§u x¤ c°p vîi t¿ sè b¬ng �1.

Trong möc n y chóng ta ch¿ x²t c¡c ph²p �èi hñp cõa �÷íng th¯ng x¤ £nh.

�ành lþ 3.5.1. Cho s l  �÷íng th¯ng Pn. Ph²p bi¸n �êi x¤ £nh kh¡c �çng nh§t f : sÑ s l  ph²p

�èi hñp cõa s khi v  ch¿ khi câ hai �iºm ph¥n bi»t M v  M 1 sao cho M 1 � fpMq v  M � fpM 1q.

Chùng minh. N¸u f l  ph²p �èi hñp kh¡c �çng nh§t cõa s th¼ hiºn nhi¶n câ c°p �iºm M,M 1 nh÷

th¸.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû f l  bi¸n �êi x¤ £nh cõa s v  câ M,M 1 sao cho M � fpM 1q v  M 1 � fpMq.

Vîi måi �iºm N P s z M ta gåi N 1 � fpNq v  N2 � fpN 1q th¼ ta câ rM,M 1, N,N 1s �

rM 1,M,N 1, N2s � rM,M 1, N2, N 1s. Suy ra N2 � N, vªy f l  ph²p �èi hñp.

3.5.2 �iºm b§t �ëng cõa ph²p �èi hñp

�ành lþ 3.5.2. Cho ph²p �èi hñp f : s Ñ s cõa �÷íng th¯ng s kh¡c vîi ph²p �çng nh§t. N¸u f

câ mët �iºm b§t �ëng P th¼ nâ cán câ mët v  ch¿ mët �iºm b§t �ëng núa Q kh¡c P, v  n¸u �iºm

M cõa s câ £nh M 1 kh¡c M th¼ rP,Q,M,M 1s � �1.

Chùng minh. V¼ f khæng ph£i l  ph²p �çng nh§t n¶n câ �iºm A kh¡c vîi £nh A1 � fpAq. �iºm

X P s l  �iºm b§t �ëng cõa f khi v  ch¿ khi rA,A1, P,Xs � rA1, A, P,Xs, tùc l  khi v  ch¿ khi

rA,A1, P,Xs �
1

rA,A1, P,Xs
hay rA,A1, P,Xs � �1.

N¸u rA,A1, P,Xs � 1 th¼ X ch½nh l  �iºm P. N¸u rA,A1, P,Xs � �1, th¼ ta gåi X l  Q, l 

�iºm b§t �ëng thù hai. Khæng thº câ �iºm b§t �ëng thù ba v¼ f kh¡c ph²p �çng nh§t.

B¥y gií gåi M l  �iºm b§t k¼ cõa s v  M 1 � fpMq kh¡c M th¼ rP,Q,M,M 1s � rP,Q,M 1,M s,

n¶n rP,Q,M,M 1s � �1.

H» qu£ 3.5.3. N¸u f : s Ñ s l  ph²p �èi hñp kh¡c �çng nh§t cõa �÷íng th¯ng s th¼ ho°c f

khæng câ �iºm b§t �ëng n o ho°c câ �óng hai �iºm b§t �ëng.

N¸u f khæng câ �iºm b§t �ëng th¼ ta gåi nâ l  ph²p �èi hñp eliptic.

N¸u f câ hai �iºm b§t �ëng th¼ ta gåi nâ l  ph²p �èi hñp hypebolic.
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3.5.3 X¡c �ành mët ph²p �èi hñp

�ành lþ 3.5.4. Mët ph²p �èi hñp f kh¡c ph²p �çng nh§t cõa �÷íng th¯ng s �÷ñc x¡c �ành n¸u

cho hai �iºm ph¥n bi»t A,B thuëc s v  £nh A1, B1 cõa chóng.

Chùng minh. N¸u A1 � A v  B1 � B th¼ f l  ph²p �èi hñp hypebolic n¶n £nh cõa �iºm M l 

�iºm M 1 sao cho rA,B,M,M 1s � �1. Vªy M 1 �÷ñc x¡c �ành.

N¸u mët trong hai �iºm A,B khæng b§t �ëng, ch¯ng h¤n, n¸u A khæng tròng A1, th¼ câ ph²p

bi¸n �êi x¤ £nh duy nh§t cõa s bi¸n A th nh A1, bi¸n A1 th nh A v  bi¸n B th nh B1. �â ch½nh

l  ph²p �èi hñp f �¢ cho.

3.5.4 Chòm �÷íng bªc hai. �ành lþ �ìd¡c thù hai

Trong P2 cho 4 �iºm A,B,C,D trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng. Tªp hñp c¡c �÷íng

bªc hai �i qua bèn �iºm �â gåi l  mët chòm �÷íng bªc hai, k½ hi»u l  SpA,B,C,Dq, Bèn �iºm

A,B,C,D gåi l  cì sð cõa chòm.

Trong �â c¡c �÷íng bªc hai cõa chòm SpA,B,C,Dq câ 3 �÷íng bªc hai suy bi¸n th nh c¡c

c°p �÷íng th¯ng. �â l  c¡c c°p �÷íng th¯ng: AB v  CD, AC v  BD, AD v  BC. Ngo i ra c¡c

�÷íng bªc hai kh¡c �·u l  �÷íng ævan.

Rã r ng l  n¸u �iºm E khæng tròng vîi mët trong c¡c �iºm A,B,C,D th¼ câ mët �÷íng bªc

hai duy nh§t cõa chòm �i qua E.

�ành lþ 3.5.5. (�inhl lþ �ìd¡c thù hai): Trong P2 cho mët chòm �÷íng bªc hai SpA,B,C,Dq

v  �÷íng th¯ng s khæng �i qua A,B,C,D. Khi �â méi �÷íng bªc hai cõa chòm s³ ct s theo mët

c°p �iºm t÷ìng ùng vîi nhau trong mët ph²p �èi hñp x¡c �ành cõa s.

pSq
B

A

P

s

D

M
M 1

R

C

Q

Chùng minh. Gi£ sû pSq l  mët �÷íng bªc hai n o �â cõa chòm, tùc l  pSq �i qua A,B,C,D. Ta

gåi M v  M 1 l  giao �iºm cõa pSq v  s th¼ ta câ löc gi¡c ABCDMM 1 næi ti¸p pSq. Theo �inhl

lþ Paxcan, ba �iºm P � AB XDM, Q � BC XMM 1, R � CD XM 1A th¯ng h ng.
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Gåi:

f1 : sÑ AB l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m D.

f2 : AB Ñ CD l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m Q.

f3 : CD Ñ s l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m A.

Khi �â t½ch f � f30F20f1 : sÑ s l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh cõa s bi¸n M th nh M 1.

N¸u pSq l  �÷íng bªc hai cõa chòm, nh÷ng khæng ph£i l  �÷íng ævan, ch¯ng h¤n pSq l  c°p

�÷íng th¯ng AB v  CD v  pSq ct s t¤i N v  N 1, th¼ công d¹ th§y r¬ng fpNq � N 1. Ngo i ra,

hiºn nhi¶n f l  ph²p �èi hñp.

B�I T�P CH×ÌNG 3

B i tªp 3.1. Trong m°t ph¯ng x¤ £nh thüc P2 cho möc ti¶u tS0, S1, S2;Eu. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh

c¡c �÷íng bªc hai trong méi tr÷íng hñp d÷îi �¥y:

a. �i qua ba �iºm S0, S1, S2.

b. �i qua bèn �iºm S0, S1, S2, E.

c. �i qua n«m �iºm s0, S1, S2, E v  A � p1 : 1 : �1q.

d. �i qua n«m �iºm p0 : 0 : 1, q; p0 : 1 : 1q, p1 : 0 : 1q, p2 : �5 : 1q, p�5 : 2 : 1q.

B i tªp 3.2. Trong P2 cho ph÷ìng tr¼nh cõa bèn �÷íng th¯ng ph¥n bi»t: �÷íng th¯ng li câ ph÷ìng

tr¼nh:

Fi � a0ix0 � a1ix1 � a2ix2 � 0, i � 1, 2, 3, 4.

Chùng minh r¬ng, �÷íng bªc hai pSq �i qua giao �iºm cõa l1 v  l2, l2 l  l3, l3 v  l4, l4 v  l1

câ ph÷ìng tr¼nh: kF1F3 � lF2F4 � 0, trong �â k v  l l  hai sè khæng �çng thíi b¬ng 0.

�p döng k¸t qu£ �â �º gi£i c¡c b i tªp b, c, d cõa b i 1.

B i tªp 3.3. Trong P2 cho hai �÷íng bªc hai pSq v  pS1q ct nhau t¤i bèn �iºm ph¥n bi»t

A,B,C,D. Gi£ sû �èi vîi mët möc ti¶u n o �â pSq v  pS1q l¦n l÷ñt câ ph÷ìng tr¼nh xtAx � 0,

v  xtA1x � 0. Chùng minh r¬ng �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët �÷íng bªc hai �i qua A,B,C,D l 

ph÷ìng tr¼nh cõa nâ câ d¤ng: kpxtAxq � lpxtA1xq � 0, trong �â k v  l l  hai sè khæng �çng thíi

b¬ng 0.

B i tªp 3.4. Chùng minh r¬ng m°t k´ bªc hai trong P3 :

�x2
0 � x2

1 � x2
2 � x2

3 � 0 câ chùa nhúng �÷íng th¯ng.

B i tªp 3.5. Trong Pn vîi möc ti¶u tSi;Eu cho si¶u m°t bªc hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh:

�x2
0 � x2

1 � ...� x2
p�1 � x2

p � ...� x2
p�q�1 � 0 vîi q ¥ p ¡ 0 v  p� q   n� 1.
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a. Gåi Q l  pn � p � qq - ph¯ng �i qua n � p � q � 1 �¿nh Sp�q, Sp�q�1, ..., Sn. Chùng minh

r¬ng Q chùa trong pSq.

b. Cho A l  mët �iºm b§t k¼ cõa pSq nh÷ng khæng n¬m tr¶n Q. Chùng minh r¬ng pn�p�q�1q

- ph¯ng �i qua Q v  A công chùa trong pSq.

Ch½nh v¼ c¡c t½nh ch§t a, b m  ng÷íi ta gåi m°t pSq nh÷ th¸ l  si¶u nân vîi ph¯ng �¿nh Q.

c. Kº ra nhúng m°t nân câ ph÷ìng tr¼nh ch½nh tc trong P2 v  P3.

B i tªp 3.6. Gåi t¶n c¡c �÷íng bªc hai sau �¥y trong P2 :

a. 2x2
1 � 4x2

2 � x2
0 � 2x0x2 � 5x0x1 � 3x1x2 � 0.

b. x0x1 � x1x2 � x2x0 � 0.

c. 4x2
0 � 15x2

1 � 5x2
2 � 22x1x2 � 8x0x2 � 16x0x1 � 0.

d. 2x2
0 � 6x2

1 � 7x2
2 � 4x1x2 � 6x0x2 � 4x0x1 � 0.

B i tªp 3.7. Trong P3, cho m°t ph¯ng W v  x¥y düng khæng gian afin A3 � P3 zW.

a. Chùng minh r¬ng, n¸u pSq l  m°t tr¡i xoan trong P3 th¼ pSq z W s³ l  c¡c m°t sau �¥y

trong A3.

- Elipxæit n¸u pSq khæng ct W.

- Hypebolæit hai t¦ng n¸u pSq ct W theo mët �÷íng ævan.

- Parabolæit eliptic n¸u pSq ch¿ ct W t¤i mët �iºm (ta nâi pSq ti¸p vîi W ).

b. N¸u pSq l  m°t k´ th¼ pSq zW s³ l  c¡c m°t sau �¥y trong A3 :

- Hypebolæit mët t¦ng n¸u pSq ct W theo �÷íng ævan.

- M°t y¶n ngüa n¸u pSq ct W theo c°p �÷íng th¯ng.

B i tªp 3.8. �èi vîi möc ti¶u �¢ chån trong P2, cho ævan câ ph÷ìng tr¼nh: �x2
0 � x2

1 � x2
2 � 0.

Chùng minh r¬ng ba �¿nh cõa möc ti¶u �æi mët li¶n hñp vîi nhau �èi vîi ævan �â.

B i tªp 3.9. Trong Pn cho möc ti¶u tSi;Eu. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh c¡c si¶u m°t bªc hai pSq sao cho

Si v  Sj pi � jq li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq.

B i tªp 3.10. Trong P2 vîi möc ti¶u tSi;Eu cho �÷íng bªc hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh: �x2
0�x2

2�

2x0x1 � 2x0x2 � 0.

a. Chùng minh r¬ng hai �iºm: A � p1 : 0 : 0q v  B � p1 : 1 : 0q li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq.
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b. T¼m to¤ �ë �iºm C li¶n hñp vîi c£ A v  B.

c. Vi¸t ph÷ìng tr¼nh cõa pSq trong möc ti¶u tS1
1, S

1
2, S

1
3;Eu, trong �â S1

1 � A,S1
2 � B v 

S1
3 � C.

B i tªp 3.11. Chùng minh r¬ng n¸u trong Pn cho si¶u m°t bªc hai pSq th¼ luæn luæn t¼m �÷ñc

n� 1 �iºm �ëc lªp Si, i � 0, 1, ..., n sao cho Si v  Sj pi � jq li¶n hñp vîi nhau.

B i tªp 3.12. Trong P2 cho �÷íng bªc hai pSq v  ba �iºm A,B,C khæng th¯ng h ng v  �æi mët

li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq. Mët �÷íng th¯ng m ct c¡c �÷íng th¯ng AB,BC,CA l¦n l÷ñt t¤i

P,Q,R. Gåi P 1, Q1, R1 l  c¡c �iºm l¦n l÷ñt n¬m tr¶n AB,BC,CA v  l¦n l÷ñt li¶n hñp vîi P,Q,R

�èi vîi pSq. Chùng minh ba �÷íng th¯ng AQ1, BR1, CP 1 �çng quy.

B i tªp 3.13. Trong P2 cho ævan pSq, ba �iºm �ëc lªp A,B,C v  ba �iºm �ëc lªp A1, B1, C 1 sao

cho c¡c �÷íng th¯ng B1C 1, C 1A1, A1B1 l¦n l÷ñt l  �÷íng th¯ng �èi cüc cõa A,B,C �èi vîi pSq.

Chùng minh:

a. C¡c �÷íng th¯ng BC,CA,AB l¦n l÷ñt l  �èi cüc cõa A1, B1, C 1 �èi vîi pSq.

b. C¡c �÷íng th¯ng AA1, BB1, CC 1 �çng quy.

B i tªp 3.14. Chùng minh r¬ng, n¸u h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n câ 4 �¿nh n¬m tr¶n mët ævan th¼

ba �iºm ch²o cõa nâ �æi mët li¶n hñp vîi nhau �èi vîi ævan �â.

Tø �â suy ra c¡ch düng �÷íng th¯ng �èi cüc cõa mët �iºm �èi vîi mët ævan cho tr÷îc công

nh÷ c¡ch düng ti¸p tuy¸n cõa ævan tø mët �iºm (ch¿ dòng th÷îc th¯ng).

B i tªp 3.15. Chùng minh r¬ng, �i·u ki»n c¦n v  �õ �º �÷íng th¯ng d l  ti¸p tuy¸n cõa si¶u

m°t bªc hai pSq t¤i �iºm M ho°c d � pSq, ho°c dX pSq � tMu.

B i tªp 3.16. Cho �iºm A khæng n¬m tr¶n si¶u m°t bªc hai pSq khæng suy bi¸n, A� l  si¶u

ph¯ng �èi cüc cõa A �èi vîi pSq. Chùng minh r¬ng, �÷íng th¯ng d �i qua A l  ti¸p tuy¸n cõa pSq

khi v  ch¿ khi d cán �i qua mët �iºm thuëc pSq XA�.

B i tªp 3.17. Trong Pn cho si¶u m°t bªc hai pSq v  �iºm O R pSq. Gåi f : Pn Ñ Pn l  ph²p

th§u x¤ �ìn câ t¥m O, bi¸n pSq th nh ch½nh nâ. Chùng minh r¬ng, f l  th§u x¤ �èi hñp v  cì sð

cõa nâ l  si¶u ph¯ng �èi cüc cõa �iºm O �èi vîi pSq.

B i tªp 3.18. Chùng minh r¬ng, måi m°t ph¯ng ti¸p xóc cõa mët m°t k´ (trong P3) �·u ct m°t

k´ �â theo mët �÷íng th¯ng.

B i tªp 3.19. Trong P3 cho m°t bªc hai pSq câ ph÷ìng tr¼nh:

x2
0 � x2

1 � x2
2 � x2

3 � 2x0x1 � 2x0x2 � 2x0x3 � 2x1x2 � 0.

a. T¼m �iºm k¼ dà cõa pSq. Chùng tä r¬ng �â l  mët m°t nân.
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b. T¼m ph÷ìng tr¼nh m°t ph¯ng �èi cüc π cõa �iºm p1 : 0 : 0 : 0q �èi vîi pSq.

c. Giao pSq X π l  �÷íng g¼?

d. �÷a ph÷ìng tr¼nh cõa pSq v· d¤ng ch½nh tc.

B i tªp 3.20. Trong P3 cho m°t bªc hai pSq câ ph÷ìng trinhg:

2x2
0 � 3x2

1 � x2
3 � x0x1 � 2x0x2 � x0x3 � 3x1x2 � 4x1x3 � x2x3 � 0.

a. T¼m �iºm k¼ dà cõa pSq.

b. Chùng tä r¬ng, pSq l  c°p m°t ph¯ng, t¼m ph÷ìng tr¼nh cõa c¡c m°t �â.

B i tªp 3.21. X²t mæ h¼nh x¤ £nh cõa khæng gain afin An � Pn z W. Cho si¶u m°t bªc hai x¤

£nh pSq, sinh ra si¶u m°t bªc hai afin pS1q � pSq zW. Chùng minh r¬ng:

a. �iºm I l  t¥m cõa pS1q khi v  ch¿ khi I li¶n hñp vîi måi �iºm cõa W �èi vîi pSq. Tø �â

suy ra, n¸u pSq khæng suy bi¸n v  khæng ti¸p xóc vîi W th¼ pS1q câ t¥m duy nh§t, �â l 

�iºm �èi cüc cõa si¶u ph¯ng W �èi vîi pSq.

b. N¸u C l  �iºm n¬m tr¶n W v  γ l  si¶u ph¯ng �èi cüc cõa C �èi vîi pSq th¼ γ zW l  si¶u

ph¯ng k½nh cõa pS1q li¶n hñp vîi ph÷ìng ÝÑc , x¡c �ành bði �iºm væ tªn C.

B i tªp 3.22. Trong P2pRq cho ævan pSq v  �÷íng th¯ng a. Gåi O l  �iºm �èi cüc cõa a �èi

vîi pSq. N¸u cho a l  �÷íng th¯ng væ tªn cõa m°t ph¯ng afin A2 � P2 z a th¼ ævan pSq trð th nh

�÷íng g¼ trong A2, �iºm O l  �iºm g¼ �èi vîi �÷íng �â? (x²t c¡c tr÷íng hñp a ct, khæng ct, v 

ti¸p vîi pSq).

B i tªp 3.23. Dòng mæ h¼nh x¤ £nh cõa m°t afin, h¢y gi£i c¡c b i to¡n sau �¥y cõa h¼nh håc

afin:

a. Chùng minh r¬ng n¸u mët h¼nh b¼nh h nh nëi ti¸p, ho°c ngo¤i ti¸p mët �÷íng elip ho°c

hypebol th¼ t¥m cõa nâ tròng vîi t¥m cõa elip ho°c hypebol �â.

b. T¼m quÿ t½ch trung �iºm c¡c d¥y cung song song vîi nhau cõa mët cænic �¢ cho.

c. Chùng minh r¬ng n¸u mët �÷íng th¯ng ct mët hypebol t¤i hai �iºm A,B v  ct hai �÷íng

ti»m cªn cõa hypebol �â t¤i C,D th¼ AC � BD.

d. Chùng minh r¬ng n¸u mët h¼nh b¼nh h nh câ hai �¿nh �èi di»n n¬m tr¶n mët hypebol v 

c¡c c¤nh song song vîi c¡c �÷íng ti»m cªn cõa hypebol �â th¼ hai �¿nh kia cõa h¼nh b¼nh

h nh th¯ng h ng vîi t¥m cõa hypebol.
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e. Chùng minh r¬ng n¸u hai ti¸p tuy¸n t¤i hai �iºm A v  B cõa mët parabol ct nhau t¤i C,

th¼ �÷íng th¯ng nè C vîi trung �iºm AB s³ song song vîi tröc cõa parabol.

B i tªp 3.24. Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u cõa c¡c b i tªp 3.11, 3.12 (trong �â th¶m gi£ thi¸t l 

si¶u m°t bªc hai pSq khæng suy bi¸n) v  c¡c b i tªp 3.13, 3.14.

C¡c b i tªp sau �¥y �·u x²t trong m°t ph¯ng x¤ £nh thüc.

B i tªp 3.25. Cho hai �÷íng th¯ng cè �ành a, b v  ba �iºm ph¥n bi»t P,Q,R cè �ành khæng n¬m

tr¶n chóng. Mët �÷íng th¯ng thay �êi �i qua P v  ct a v  b l¦n l÷ñt t¤i A v  B. T¼m quÿ t½ch

giao �iºm cõa QB v  RA, cõa QA v  RB (x²t tr÷íng hñp: P,Q,R th¯ng h ng v  khæng th¯ng

h ng).

Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u.

B i tªp 3.26. Cho �÷íng ævan pSq v  hai �iºm A,B cè �ành tr¶n nâ, mët �÷íng th¯ng d cè �ành

khæng �i qua A v  B. Vîi méi �iºm M thay �êi tr¶n pSq, c¡c �÷íng th¯ng AM v  BM l¦n l÷ñt

ct d t¤i A1 v  B1. T¼m quÿ t½ch giao �iºm cõa AB v  A1B1.

Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u.

Cho �÷íng th¯ng AB l  �÷íng th¯ng væ tªn, h¢y suy tø b i to¡n tr¶n th nh b i to¡n trong

m°t ph¯ng afin.

B i tªp 3.27. Cho �÷íng ævan pSq v  hai �iºm A,B cè �ành tr¶n nâ, mët �÷íng th¯ng d cè �ành

khæng �i qua A v  B. Vîi méi �iºm M thay �êi tr¶n d, c¡c �÷íng th¯ng AM,BM l¦n l÷ñt ct

pSq t¤i A1 v  B1. T¼m quÿ t½ch giao �iºm cõa AB1 v  A1B.

Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u.

Cho �÷íng th¯ng AB l  �÷íng th¯ng væ tªn, h¢y suy tø b i to¡n tr¶n th nh b i to¡n afin.

B i tªp 3.28. Chùng minh r¬ng, n¸u hai h¼nh bèn �¿nh to n ph¦n câ còng chung ba �iºm ch²o

th¼ 8 �¿nh cõa chóng n¬m tr¶n mët �÷íng bªc hai.

B i tªp 3.29. Cho 3 �iºm khæng th¯ng h ng O,A,B v  mët �÷íng th¯ng d khæng �i qua A v 

B. Mët �iºm M thay �êi tr¶n d. Gåi R � AM X OB,S � BM X OA. T¼m tªp hñp c¡c �÷íng

th¯ng RS.

B i tªp 3.30. Cho 3 �÷íng th¯ng d, d1, a khæng �çng quy v  mët �iºm O khæng n¬m tr¶n

chóng. Mët �÷íng th¯ng thay �êi �i qua O ct d.d1 v  a l¦n l÷ñt t¤i M,M 1, I. Gåi J l  �iºm

m  rM,M 1I, Js � �1. T¼m quÿ t½ch �iºm J.

Xem a l  �÷íng th¯ng væ tªn th¼ �÷ñc k¸t qu£ g¼ cõa h¼nh håc afin?

B i tªp 3.31. Cho �÷íng ævan pSq, �÷íng th¯ng d v  hai �iºm cè �ành A,B. Hai �iºm thay �êi

M,M 1 tr¶n d v  li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq. T¼m quÿ t½ch giao �iºm cõa AM v  BM 1.

Xem d la f�÷íng th¯ng væ tªn th¼ �÷ñc k¸t qu£ g¼ cõa h¼nh håc afin?
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B i tªp 3.32. Gi£i c¡c b i to¡n düng h¼nh sau �¥y trong P2, ch¿ dòng th÷îc th¯ng: Cho 5 �iºm

A,B,C,D,E trong �â khæng câ 3 �iºm n o th¯ng h ng.

a. Düng giao �iºm cõa mët �÷íng th¯ng a �i qua A v  �÷íng ævan pSq �i qua 5 �iºm �â.

b. Düng ti¸p tuy¸n t¤i A cõa �÷íng ævan pSq nâi tr¶n.

c. Düng �÷íng th¯ng �èi cüc cõa mët �iºm F �èi vîi pSq.

B i tªp 3.33. Gåi pSq l  �÷íng ævan thay �êi �i qua 4 �iºm A,B,C,D cho tr÷îc. T¼m quÿ t½ch

giao �iºm c¡c ti¸p tuy¸n cõa pSq t¤i hai trong bèn �iºm �â.

Ph¡t biºu k¸t qu£ �èi ng¨u.

B i tªp 3.34. Trong P2 cho hai tam gi¡c ABC, A1B1C 1 tho£ m¢n �i·u ki»n cõa �ành lþ �ìd¡c

(ngh¾a l  c¡c �÷íng th¯ng AA1   BB1, CC 1 �çng quy). Chùng minh r¬ng, 6 giao �iºm sau �¥y n¬m

tr¶n mët �÷íng bªc hai: ABXB1C 1, ABXC 1A1, BCXA1B1, BCXC 1A1, CAXA1B1, CAXB1C 1.

B i tªp 3.35. Trong m°t ph¯ng afin cho hypebol pHq vîi hai �÷íng ti»m cªn a v  b. Cho 4 �iºm

A,B,C,D n¬m tr¶n pHq. Gåi a1 l  �÷íng th¯ng �i qua A v  song song vîi a, b1 l  �÷íng th¯ng

�i qua B v  song song vîi b. �÷íng th¯ng AC ct b1 t¤i P, �÷íng th¯ng BD ct a1 t¤i Q. Chùng

minh r¬ng PQ {{ CD.

B i tªp 3.36. Trong m°t ph¯ng afin cho tam gi¡c ABC. Mët parabol thay �êi luæn luæn ti¸p

xóc vîi ba �÷íng th¯ng AB, BC, CA. Gåi P,Q,R l  c¡c �iºm ti¸p xóc l¦n l÷ñt n¬m tr¶n

AB, BC, CA. Chùng minh:

a. Méi �÷íng th¯ng RP, PQ, QR �·u �i qua mët �iºm cè �ành.

b. C¡c �÷íng th¯ng AQ, BR, CP �çng quy.

B i tªp 3.37. Chùng minh r¬ng, n¸u hai tam gi¡c còng nëi ti¸p mët �÷íng ævan th¼ còng ngo¤i

ti¸p mët �÷íng ævan.

B i tªp 3.38. Cho mët �÷íng ævan pSq thay �êi �i qua 4 �iºm cè �ành A,B,C,D. Ti¸p tuy¸n

cõa pSq t¤i B ct AC t¤i B1, ti¸p tuy¸n cõa pSq t¤i C ct BD t¤i C 1. Chùng minh r¬ng, �÷íng

th¯ng B1C 1 luæn �i qua mët �iºm cè �ành.

Ph¡t biºu k¸t qu£ �èi ng¨u.

B i tªp 3.39. Cho 3 �iºm A,B,C cè �ành n¬m tr¶n �÷íng ævan pSq v  K l  �iºm cè �ành

khæng n¬m tr¶n pSq. C¡c �÷íng th¯ng KA,KB,KC ct pSq t¤i A1, B1, C 1. Vîi �iºm P thay �êi

tr¶n pSq, c¡c �÷íng th¯ng PA,PB,PC l¦n l÷ñt ct B1C 1, C 1A1, A1B1 t¤i A2, B2, C2. Chùng minh

r¬ng, c¡c �iºm A2, B2, C2 n¬m tr¶n mët �÷íng th¯ng v  �÷íng th¯ng n y �i qua mët �iºm cè

�ành.
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B i tªp 3.40. Cho 4 �iºm A,B,C,D n¬m tr¶n �÷íng ævan pSq. Gåi a, b l  c¡c ti¸p tuy¸n cõa

pSq t¤i A v  B,M � AC X b,M 1 � BC X a,N � AD X b,N 1 � BD X a.

a. Chùng minh r¬ng, c¡c �÷íng th¯ng AB,CD,M 1N,MN 1 �çng quy.

b. Gåi O l  giao �iºm cõa a v  b. Chùng minh:rO,B,M,N s � rA,O,M 1, N 1s.

Ph¡t biºu c¡c k¸t qu£ �èi ng¨u.

B i tªp 3.41. Cho ævan pSq v  2 �iºm I, J tr¶ nâ. L§y hai �iºm A,B l¦n l÷ñt n¬m tr¶n ti¸p

tuy¸n cõa pSq t¤i I v  J. V³ AC v  BD ti¸p xóc vîi pSq l¦n l÷ñt t¤i C v  D. K½ hi»u P �

ID XAC,Q � JC XBD. Chùng minh PQXAB P IJ.

Ph¡t biºu k¸t qu£ �èi ng¨u.

B i tªp 3.42. Cho 2 �iºm A,B cè �ành tr¶n ævan pSq v  mët �iºm F khæng thuëc pSq. Mët

�÷íng th¯ng thay �êi �i qua F ct pSq t¤i M v  N. T¼m quÿ t½ch giao �iºm cõa AM v  BN, cõa

AN v  BM.

Ph¡t biºu k¸t qu£ �èi ng¨u.

B i tªp 3.43. Cho ph²p �èi hñp f1 v  f2 cõa pSq vîi c¡c �iºm Fr¶gi¶ t÷ìng ùng l  F1 v  F2.

Chùng minh r¬ng, f10f2 � F20F1 khi v  ch¿ khi F1 v  F2 li¶n hñp vîi nhau �èi vîi pSq.

B i tªp 3.44. Tr¶n ba �÷íng th¯ng khæng �çng quy a, b, c l¦n l÷ñt l§y ba �iºm A,B,C. Gåi

f1 : a Ñ b l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m C; f2 : b Ñ c l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m, vîi t¥m

A; f3 : c Ñ a l  ph²p chi¸u xuy¶n t¥m vîi t¥m B. Chùng minh r¬ng t½ch f30f20f1 l  mët ph²p

�èi hñp cõa �÷íng th¯ng a.

B i tªp 3.45. Tr¶n �÷íng th¯ng s cho möc ti¶u x¤ £nh tS0S1;Eu méi ph²p bi¸n �êi x¤ £nh

f : s Ñ s câ biºu thùc to¤ �ë: x10 � ax0 � bx1, x11 � cx0, trong �â ad � bc � 0. T¼m �i·u ki»n

cõa c¡c h» sè a, b, c, d sao cho:

- f l  ph²p �çng nh§t.

- f l  ph²p �èi hñp.

- f l  ph²p �èi hñp eliptic.

- f l  ph²p �èi hñp hypebolic.

B i tªp 3.46. Tr¶n �÷íng th¯ng s vîi möc ti¶u x¤ £nh �¢ chån cho c¡c �iºm A � p1 : 2q, A1 �

p1 : 3q, B � p1 : 4q, B1 � p1 : 5q.

a. Vi¸t biºu thùc to¤ �ë cõa ph²p �èi hñp bi¸n A th nh A1, bi¸n B th nh B1.

b. T¼m to¤ �ë c¡c �iºm P,Q cõa s sao cho rP,Q,A,A1s � rP,Q,B,B1s.
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B i tªp 3.47. Cho 4 �iºm A,B,C,D cõa �÷íng th¯ng d sao cho rA,B,C,Ds � �1. Gåi f :

d Ñ d l  ph²p bi¸n �êi x¤ £nh sao cho fpAq � C, fpCq � B, fpBq � D. Chùng minh r¬ng f2

l  ph²p �èi hñp.

B i tªp 3.48. Cho 4 �iºm A,A1, B,B1 tr¶n �÷íng th¯ng s v  f : s Ñ s l  ph²p �èi hñp m 

fpAq � A1, fpBq � B1. Chùng minh r¬ng, n¸u f l  ph²p eliptic th¼ rA,A1, B,B1s   0, l  ph²p

hypebolic th¼ rA,A1, B,B1s ¡ 0.

B i tªp 3.49. Cho 2 �÷íng ævan ct nhau t¤i bèn �iºm ph¥n bi»t A,B,C,D. Mët �÷íng th¯ng

d ti¸p vîi hai ævan �â t¤i c¡c �iºm P v  Q. Chùng minh r¬ng, n¸u M v  M 1 l  giao �iºm cõa

AB v  CD vîi d th¼ rP,Q,M,M 1s � �1.

Ph¡t biºu b i to¡n �èi ng¨u.

B i tªp 3.50. Cho 4 �iºm ph¥n bi»t n¬m tr¶n mët �÷íng ævan. Gåi P � AB X CD. �÷íng

th¯ng d �i qua P v  ti¸p vîi ævan t¤i Q, ct AD, BC l¦n l÷ñt t¤i M v  M 1. T¼m t¿ sè k²p

rP,Q,M,M 1s.

B i tªp 3.51. Cho 4 �÷íng ævan kh¡c nhau cõa mët chòm �÷íng bªc hai. Gi£ sû �iºm M câ 4

�÷íng �èi cüc ph¥n bi»t �èi vîi 4 ævan �â. Chùng minh r¬ng 4 �÷íng th¯ng �â �çng quy v  t¿ sè

k²p cõa chóng khæng phö thuëc v o �iºm M.

B i tªp 3.52. Gi£i b i to¡n afin: Cho I l  trung �iºm d¥y cung PQ cõa �÷íng elip pEq. Qua

I v³ hai d¥y cung AB v  CD. Gåi M,N l¦n l÷ñt l  giao �iºm cõa AD v  BC vîi PQ. Chùng

minh r¬ng IM � IN.

B i tªp 3.53. X²t hå �÷íng bªc hai ti¸p vîi hai �÷íng th¯ng a v  b l¦n l÷ñt t¤i hai �iºm cè �ành

A v  B. Chùng minh r¬ng, chóng ct mët �÷íng th¯ng c khæng �i qua A v  B t¤i c¡c c°p �iºm

t÷ìng ùng vîi nhau trong mët ph²p �èi hñp cõa c.
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