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LOI MG DAU

Bai giang hinh hoc xa anh dugc bién soan dya theo chuong trinh Dai hoc Su pham Toéan cta

truong Dai hoc Pham Van Dong da ban hanh, danh cho sinh vién nam 2 nganh Su pham Toan.

Bai giang gom 3 chuong véi thoi lugng 2 tin chi (30 tiét). O méi chuong déu c6 muc tiéu va

cudi mdi chuong déu cé bai tap dé sinh vien luyén tap.

Chuong 1: Khong gian xa anh.

Chuong 2: Anh xa xa &nh vA bién déi xa anh.

Chuong 3: Siéu mat bac hai trong khong gian xa anh.

Chiing toi hy vong tap bai giang "Hinh hoc xa 4nh" 14 mot tai lieu hoc tap bo ich cho sinh
vién va 1a nguon tai lieu phong phi cho quy thay co gido tham khao nghién cttu.

Mac dit da ¢ géng, tuy nhién bai gidng s& khong tranh khoi nhitng thiéu s6t va han ché.

Chiing t6i rat mong nhan dugc cac ¥ kién déng gop dé tap bai gidng ngiy cang hoan thién hon.



Chuong 1

KHONG GIAN XA ANH

- Myc tiéu ctia chuong nay giip ngudi hoc nam duge dinh nghia khong gian xa anh va céc
phing ctia n6 ciing nhu phuong cidc m — phing; nim dudc cac mo hinh ctia khong gian xa anh,
muc tiéu xa anh, nguyén tac déi ngdu trong khong gian xa anh vA mo hinh xa dnh ctia khong

gian afin.

- Biét van dung ly thuyét vao giai cac bai tap.

1.1 Dinh nghia khoéng gian xa anh va cac phang cia

pd

no

1.1.1 Ki hiéu

Cho V™ la khong gian vector n chiéu trén truong K, véi n > 1. Ta ki hieu [V"] 1a tap hop

cac khong gian vector con mot chiéu ctia V.

Ky hiéu [V1] 14 tap hgp gdm chi mot phan tit V!, nghia la: [V!] = {V1}.

1.1.2 Dinh nghia khong gian xa anh

Cho mot tap hgp P, mot K — khong gian vector n + 1 chiéu V7l va mot song anh p :
[VrHl] — P. Khi d6, bo ba (P,p, V™) dugc goi 1a khong gian za dnh n chiéu trén truong K,
lien két vdi K — khong gian vector V1 bdi song danh p.

Néu khong s¢ bi nham 1an, cé thé ki hiéu khong gian xa anh d6 1a P, v dé chi r6 n6 c6 s6

chiéu bang n, ta ki hieéu noé 1a P".

Khong gian xa anh trén truong s6 thyc R goi 1a khong gian za dnh thuc, ki higu 1a P (R);

khong gian xa anh trén truong sé phitc C goi 1a khong gian za danh phiic, ki hiéu 1a P*(C).

Mbi phan ti ciia P" duge goi 1a mot diém ctia khong gian xa anh P,



Goi @ la vector khac 0 ciia V™! va (@) 1a khong gian vector con mot chiéu sinh béi @,

thi p((@)) = U la mot diém nao d6 ctia P, Khi d6 ta noéi ring vector @ la dai dién ciia diém U.

Hai vector % va @’ (khac ﬁ)) cling dai dién cho mot diém khi vi chi khi ching phu thudc
tuyén tinh, tic 1a @ = k@, véi k € K\{0}.

1.1.3 Dinh nghia phang

Cho khong gian xa anh (P, p, V**1). Goi W la khong gian vector con m + 1 chiéu ctia
V7 HL (m > 0). Khi dé6 tap hop p([W]) duge goi 1a cdi phang m chiéu (hodc la m - phing) ciia
P,

Nhu vay, mdi diém ctia P™ 14 mot 0 - phing.

- Phang 1 chiéu (hay 1 - phang) con goi 1a dudng thang.
- Phang 2 chiéu (hay 2 - phang) con goi 1a mat phang.

- Phéng n — 1 chiéu (hay (n — 1) - phing) con goi & siéu phdng.

1.1.4 Dinh nghia hé diém déc lap

Heé r diém (r = 1) cia khong gian xa anh P™ goi la hé diém doc lap néu hé r vector dai dién
cho ching 1a hé vector doc 1ap tuyén tinh trong V*+1.
Heé diém khong doc lap goi la hé diém phu thuoc.

Hé chi c6 mot diém 13 hé doc 1ap. Hé gdm hai diém 1a hé doc lap néu hai diém d6 phan biét.

Dinh 1y 1.1.1. Hé r diém (vdi r > 2) la doc lap khi v chi khi chiing khong cting thudc mot
(r —2) - phdng.

Chitng minh. Gia st My, My, ..., M, 1a r diém ctia khong gian xa anh P", ¢6 dai dién lan lugt 1
r vector My, Mo, ..M, cia V" 1(r > 2). He diém M; 1a doc lap khi va chi khi cdc vector mi;
doc lap tuyén tinh, hay khi v& chi khi cic vector 71; khong ndm trén mot khong gian vector con
(r — 1) chiéu ctia V™" titc 1a khi va chi khi he diém M; khong cting ndm trén mot (r — 2) -

phing. O
Dinh 1y 1.1.2. C6 duy nhdit mét (r — 1) - phang di qua hé v diem doc lap cho trudc.
Ching minh. Gid st cho hé r diém doc lap My, My, ..., M, trong P". Céac vector m; dai dién cho

chiing 1am thanh hé vector doc 1ap tuyén tinh nén c6 duy nhat mot khong gian vector con r chiéu
W chita chiing. Khi d6 p([W]) chinh 1a (r — 1) - phéng di qua r diém M. O



Ki hi¢u: (r — 1) - phang di qua r diém doc lap M; dugc ki hieu 1a (M;, My, ...M,). Chéang
han: néu A, B,C 1a 3 diém doc lap thi (A, B, C) la mat phing di qua A, B, C. Duong thang di
qua A, B ki hiéu 1a (A, B), ho#c cling con ki hiéu don gian 1a AB.

1.1.5 Dinh li dodac thi nhéat

Dinh 1y 1.1.3. (Dinh li doddc (Desargues)): Trong khong gian za anh cho 6 diem A, B,C, A, B',C'

trong dé khong cé 3 diém nao thang hang. Khi do, hai ménh dé sau day tuong duong:

a) Ba duong thang AA', BB',CC' dong quy (cé diém chung).

b) Giao diem cia cic cap duong thing AB vaA'B'; BC va B'C';CA va C'A' 1o ba diém thing
hang.

Chitng minh. * a = b : Gia sit 3 dudng thing AA’, BB’ va CC’ dong quy tai S. Goi @, v, e, a7,
?/, 7' va 3 lan lugt 1a céc vector dai dién clia cac diém A, B,C, A’, B',C' va S. Vi A, A’, S phan
biét va thing hang nén 3 vector (@), (@), (s) cling thuoc mot khong gian vector con hai chidu,

2 A ~ 2, N 2 2 N /
do d6, néu da chon trude vector 3 thi c¢6 thé chon @ va @' sao cho:

Ze Pt d <
Tuong ty déi véi b, b va @, 7¢.

Tém lai, ta c6 thé chon sao cho:



—/

Tit d6 suy ra, néu diat ¥ =@ — b,thi P =@ — b = b — @', nén vector 7 dai dien cho

diém P la giao diém ctia 2 duong thang AB va A'B’.
Tuong t, vector ¢ = T-e=2-0 dai dién cho giao diém Q ctia BC va B'C’; va vector
—

T =7—-a =& — ¢ dai dién cho giao diém R ctia CA vi C'A'. Nhung P+ ¢ +7 = 0,
nén 3 diém P, Q, R phu tudc, nghia 14 ching thing hang.

sb=a:Gidst ABNnA'B' =P, BCnB'C'=Q, CAnC'A' = R, vi P,Q, R thing hang.
Xét 6 ditm A, A, R, B, B',Q ta thay trong d6 khong c¢6 3 diém ndo thing hing, ngoai ra, ba
duong thing AB, A'B’ va RQ dong quy tai P. BSi vay, theo chiing minh phan trén ta suy ra giao
diém S ctia AA’ vi BB’, giao diém C ctia AR va BQ, giao diém C’ ctia A’R va B'Q thang hang,
néi cach khac, 3 dudng thing AA’, BB' vi CC’ dong quy. O

1.2 Cac mo6 hinh cua khéng gian xa anh

1.2.1 Mo hinh vector

Cho V™! 14 K - khong gian vector bat ki. Khi dé tap hgp P = [V*T1] trd thanh K -
khong gian xa anh n chiéu lien két v6i V™1 bdi 4nh xa dong nhat cia [V*F!1] lén chinh né:
p = Id:[V"] — [V**1]. Mdi diém clia khong gian xa dnh nay 1a mot khong gian vector con 1
chiéu ctia V"1, Mdi m - phang 1a tap hop cac khong gian vector 1 chidu thuoc mot khong gian

vector con m + 1 chiéu trong V™ *1,

1.2.2 M®b hinh bé

Cho A™*! 13 khong gian afin lien két véi K - khong gian vector n + 1 chiéu V™1, Goi B 1a tap
hop cac dudng thing ctia A"*! cing di qua mot diém O ¢6 dinh chon truée. Tap hop B thuong
dugc goi 1a b6 duong thang cé tam la O.

Song anh p : [V*T1] - B dugc xac dinh nhu sau: néu W 14 khong gian vector con 1 chiéu ctia
V7L thi p(W) 1a dudng thang di qua O ¢6 phuong 1a W. Bing céch dé b6 dusng thang B trd
thanh K - khong gian xa anh n chiéu.

Trong khong gian xa anh B, mdi diém 13 mot duong thang ctia A"+ di qua O. M&i m - phing

1 tap hop cac dudng thiang di qua O v ndm trong cai phing m + 1 chiéu ctia A"*1.

1.2.3 Mo hinh afin

Gia stt P 1a khong gian xa anh lién két v6i khong gian vector V béi song anh p. Khi d6 néu
c6 tap hop P’ va song 4nh p’ : P — P/, thi P ciing 13 khong gian xa anh lién két v6i V bdi song

anh plp.



Bay git cho A"*! 14 khong gian afin lien két v6i K - khong gian vector n + 1 chidu V™1, Goi
A™ 13 mot sieu phing ctia A", ¢6 phuong 1 khong gian vector con n chiéu V* ciia V*+1. Xét
tap hop P = A" U [V"], ma mdi phan tit ctia né déu goi 1a mot diém. Nhu vay, mdi diém ctia P

13 mot diém ctia A", hodc 14 mot khong gian vector con 1 chiéu ctia V™.

oy

4N

Chon mot diém O ctia A" khong ndm trén A”, vi goi B 1a b6 dudng thang A"*!, ¢6 tam O.

Ta da biét rang B 13 mot khong gian xa anh n chiéu. Bay gio ta xay dyng song 4nh p’ : B — P

nhu sau:

+ Néu dudng thang d ctia b6 B cit A" tai diém D thi dat: p/(d) = D.

+ Néu d//A", tic 1 d < V™ thi dat p/(d){d ).
Béng cach d6 tap P = A™ U [V"] trd thanh khong gian xa anh lien két véi AnHL.

Trong khong gian d6, mdi m - phéng sé 1a:
+ hoac tap hgp A™ U [Vm], trong d6 A™ 14 m - phang nao d6 ctia A",

+ hodc tap hgp [A™T1], véi V™! 14 khong gian vector con m + 1 chiéu ctia V™H1,

1.2.4 M6 hinh xay dung tirt mot truong
Cho K 13 mot truong nao dé, K™+ 1 tich Dé-cac ctia K v6i chinh né n + 1 1an, tic la:

Kn+1 = {(l’o,x‘l,xg, ,J}n) |.%'Z € K}

Ta biét rang K" 1a khong gian vector n + 1 chiéu trén K, béi vay [K"™1] 1a khong gian xa

anh n chiéu lien két véi K1,

Trong tap K" \ {0} (¢ day, (0 = 0,0,0,...,0)) ta duwa vio mot quan hé twong duong nhu

Sau:



(20, Z1, ooy Tn) ~ (Y0, Y1, Yn) khi vA chi khi ¢6 s6 k € K sao cho y; = kx; v6i moi i =
0,1,2,...,n.

Khi d6, mdi 16p tuong duong ciing véi vector 0 lam thanh mot khong gian vector con mot

chiéu ctia [K"*1] titc 14 mot diém cia [K™.

1.3 Toa do xa anh

1.3.1 Muc tiéu xa anh

Cho khong gian xa anh P" lién két v6i K - khong gian vector V1. Mot tap hop co thit tu
gom n + 2 diém ctia P" : {Sg, S1, ..., Sn; E} duge goi 1a muc tiéu va dnh néu bat ki n + 1 diém
trong n + 2 diém dé doc lap.

Céc diém S; goi 1a cac dinh clia muc tiéu xa anh, diém E goi 1a diém don vi.

Céc m - phéng (m < n) di qua m + 1 dinh goi 1a cac m - ph(fng toa do, dac biét cac duong

thing SiS; voi i1 # j, goi la cac truc toa do.

Dinh 1y 1.3.1. V&i moi muc tiéu za anh {Sy, S1,...,Sn : E}, luon luon tim dugec mot co sd
{€0,€1,..., €n} cia V' sa0 cho vector €; la dai dien cia dinh S; (i = 0,1,...,n) va vector
€ ="Co+ €1+...+ &, la dai dién cia diém E.

Chitng minh. Ta lay céac vector €; dai dién cho cac dinh S; v& vector € dai dién cho diém E. Vi
n + 1 dinh S; doc 1lap nén n + 1 vector €; doc lap tuyén tinh trong V1. Vi thé ta co:

€ = ko?g + k‘l?ll + ...+ k‘n?ln

— — - —

Ta nhan thay cac k; déu khac 0, bdi vi néu kg = 0 chdng han thi n+1 vector €, €%5,..., €}, €
phu thuge tuyén tinh, do d6 n + 1 diém S, Ss, ..., S,,, E khong doc lap.
Bay gio ta dat @ = k; €., thi {€1, €a,..., €} 12 co sd can tim. O

Chua y. Co s6 ndi trong dinh 1y duge goi 1a co sd dai dién cho muc tiéu xa anh dang xét. Muc
tiéu xa anh c6 nhiéu co s dai dién, nhung ching chi khdc nhau mot phép vi tu trong V*+1. That
vay, hai cd 86 {€0, €1,..., €n} va {€4, €1, ..., €} ciing dai dién cho mot muc tieu xa anh khi
va, chi khi:

?i = k‘z?: (’L = O, 1, ,n)

o+ €1+t eCn=k(Cy+CL+...+7E),

do d6
ki=ky=..=k,=k.

7



1.3.2 Toa do ctua diém doi v6i mot muc tiéu xa anh

Trong K - khong gian xa anh P lién két véi V"1 cho muc tiéu xa anh {S;; E} c¢6 dai dign
14 co sd {€;} cia V™. V6i mbi diem X bat ki ctia P" ta lay vector 2 dai dién cho X. Khi d6,
toa do (wo, 1, ...,T,) clia vector @ ddi véi co s6 {€;} ciing duge goi 1a toa do cia diem X dbi

v6i muc tieu {S;; E}, va viét X = (xo, 1, ..., Tn)-

Toa do cta diém X c6 cac tinh chit sau day:

a. Toa do gom mot bo ¢6 thit ty ctia n + 1 s6 thude truong K, trong dé ¢6 it nhat mot sd khéac
khong (vi vector dai dién cho mot diém luon luon 1a vector khéc 6))

b. Hai bo 86 (zg, 1, ..., Ty) va (x), 2, ..., 2) cing la toa do ctia mot diém khi va chi khi c¢6
ke K\ 0 déx; = kx', néi cach khac 1a hai bo s6 d6 gdm cac s6 tuong ting ti 1 v6i nhau.

Dé dién ta tinh chat do, ngudi ta thudng viét toa do clia mot diém X dudi dang:

X=(xg : 21 : ... @ Tp).

c. Doi v6i muc tieu {S;; E}, toa do céc dinh S; va diém don vi la:

So=(1:0:0 0)
Sl=(011 0 0)
Sp=(0:0:0 1)
E=(1:1:1 1)

1.3.3 D61 muc tiéu xa anh

Trong P™ cho hai muc tiéu xa anh {S;; E} va {S!; E'}. Goi toa do ctia diém X dbi véi hai muc
tieu d6 lan lugt 1a (zo @ @1 : ... @ @y) va (zf o) ¢ ... 2)). Ta hiy tim sy lién he gitta cac
x; va T

Goi {@;} va {@’} lan lugt 12 hai co sd dai dieén cho hai muc tieu d6 thi (zg,z1, ..., z,) Vi
(xf, 2!, ..., 2!)) chinh I toa do clia vector dai dien 7 ctia diém X doi véi co sé {€;} va {€"}.

Tu dé ta suy ra:
ki = Y ayX), i = 0,1,2,.,m; k # 0. (1.1)
§=0

Trong do: (ag;, @i, .-, an;) 14 toa do clia €7 ddi véi co s6 {€;}.
He (1.1) dugc goi 1 cong thitc doi muc tiéu za dnh.
Ma tran A = (a;;), i,j = 0,1,...,n chinh 1a ma tran chuyén tit co s§ {€;} sang co s {€7},

n6 ciing duge goi 1a ma tran chuyén tit muc tiéu {S;; F} sang muc tieu {S%; E'}.
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Ma tran chuyén muc tiéu duge xac dinh sai khac mot hing sé nhan khac khong, cé nghia la
néu A Ia ma tran chuyén ting véi hai muc tiéu nao dé thi pA (p # 0) ciing 14 ma tran chuyén ting
vG1 hal muc tiéu do.

Néu ta ki higu:

Jfo 'CUU
/
331 ’ :I:l
xTr = xr =
T, xl

va goi chiing 1& ma tran cot tog do cia diém X va X', thi cong thiic (*) c6 thé viét dudi dang
ma tran:

kx=Ax.

1.4 Phuong trinh ctia m - phang

1.4.1 Phuong trinh tham sé ciia m - phang

Trong K khong gian xa d&nh P" lién két v6i K - khong gian vector V™! cho muc tiéu xa dnh
{Si; B} ¢6 dai dién 1a co s6 {€;}. Goi U la m - phéng lien két véi khong gian vector con m + 1

chidu T. Ta tim thay diéu kién can va da dé diém X = (xo:xq ...t x,) thuoc U.
Trén U lay m + 1 diém doc lap Ag, A4, ..., Ap,.

Néu A; = (aip : ai1 © ... : a;p) thi vector dai dién cho né 1a @; = (aip : ai1 : ... : azp). Khi do,
ma tran (a;;), i =0,1,2,...,m; j =0,1,2,...,n ¢6 hang bang m + 1.
Diém X = (zg : 21 : ... : x,) thuoc U khi v& chi khi vector dai dién cho né 1a @ =

(xo, 21, ..., Tp) thudc W, hay la:

T = toﬁ)o + t171 + ...+ tnﬁ)n.

(x 1a ma tran cot toa do cua diém X, a; 13 ma tran cot toa do clia diém Ay).
Béi vay

I‘Z = Z a’Z]t]7 Z = 07 172, ...,7’L (12)
j=0

Hé phuong trinh (1.2) goi 1& phuong trinh tham sé6 ctia m - phang U, v6i m + 1 tham s6
to,t1, ..., t,, khong dong thoi bang 0.



1.4.2 Ki hieu

Dé6i v6i mot diém X 6 toa do (zo : 21 : ...7,), ta con diung ki hi¢u (X) dé chi ma tran cot

toa do cua né (trude day ta dung ki hiéu x):

Tn

khi d6 phuong trinh (1.2) ¢6 thé viét dudi dang ma tran nhu sau:

(X) Zto(Ao) +t1(A1) +...+tm(Am) (13)
trong d6 cac t; khong dong thoi bang 0.
Diic biét, phuong trinh tham s6 ctia dudng thing di qua hai diém A, B c6 dang:

(X) = k(A) + I(B).

trong d6, k va [ khong dong thoi bang 0.

1.4.3 Phuong trinh téng quat ctia m - phang

He phuong trinh (1.2) gdm n + 1 phuong trinh v6i m + 1 tham s6. Vi ma tran (a;;) c¢6 hang
m +1 nén ta c6 thé khit m + 1 tham s6 d6 tit hé phuong trinh trén. Cu thé l1a: chon m + 1 phuong
trinh doc 1ap trong (1.2) rdi giai he phuong trinh vita chon dé tim cac tham s6 ¢; theo a;;, thay
cac gia tri d6 ctia tham sd vao n — m phuong trinh con lai ctia he (1.2) ta duge he gom n —m

phuong trinh tuyén tinh thuan nhat:

Dbz =0,i=12,..,n—m. (1.4)
§=0

Trong d6 ma tran (b;;), i = 1,2,..,n—m; j =0,1,2,...,n ¢6 hang bang n — m.
He (1.4) goi 1a phuong trinh tong qudt cia m - phing P™.

Ngugc lai, ta cé thé chitng minh ring, mdi hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhét cta cac
bién xg, 1, ..., T, v6i ma tran cac hé sé c6 hang bang n —m déu xac dinh cho ta mot m - phing.
1.4.4 Toa do cua siéu phang

Trong P véi muc tiéu da chon, cho siéu phang U c¢6 phuong trinh tong quéat:

UL + U1T] F oo + UpTy = 0
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hay

m
Z ULy = 0.
Jj=0

trong d6 cac u; khong dong thoi bang 0.

Bo s6 (ug, U1, ..., up) duge goi 1a toa do cia siéu phcfng U déi vdi muc tiéu za dnh da chon.
C6 nhien khi d6 (kug, kuy, ..., ku,) ciing 1 toa do ctia siéu phang U, bdi vay, ciing giong nhu déi
v6i toa do ciia diém ta thudng ki hieu toa do ctia siéu phang U la:

U={(up:uy:..:uy).

Vi du 1.4.1. Siéu phang di qua moi dinh ciia muc tiéu za dnh tri dinh S; cé phuong trinh:
x; =0, va trw toa do ciandola:0:...:0:1:0:...:0 (55 1 ndm 6 vi tri tht i + 1, ngoai ra la so
0).

Déi vdi moi siéu phcfng U= (up:uy:..:u,) ta cing ki hiéu ma tran cot toa do cia né la u
hogc (U). Nhu thé, phuong trinh cia siéu phing U c6 thé viét dudi dang ma tran:

(U){(X) = 0.

1.5 Ti sd kép ctia bén diém thang hang

1.5.1 Ti sbé kép ctia bén diém thing hang

Trong K - khong gian xa anh P lién két v6i V™1 cho 4 diém thing hang A, B, C, D trong
dé ¢6 ba diém A, B, C doi mot khong triing nhau. Ta goi @, ?, e, 'd 1a cac vector 1an lugt dai
dién cho cac diém A, B, C, D thi cac vector dé thuoc mot khong gian vector 2 chiéu, trong d6 @
va b doc lap tuyén tinh. Ta suy ra c6 cac s ki,11 va ko, ls sao cho:

C=kha@+4L0b.

—

d=k@+10.

(Ta cht ¥ réang, k1 # 0 vd [; # 0 vi C khong trung véi A va véi B).

Khi d6, néu ti s 1—2 : l—l c6 nghia (tic 1a Iy # 0), thi n6 dugce goi 1a ti so kép cia 4 diem

2 1
thang hang A, B,C, D va ki hi¢u [A, B, C, D].
Néu I, = 0 thi phan so 72 khong c6 nghia. Khi dé ta xem ti s6 kép cia 4 diem A, B,C, D
2
bang oo (vo cling).

Nhu vay la:
ka Ky .

[A4,B.C.D]={ b &

Dé thay ring, dinh nghia ctia ti s6 kép khong phu thuoce vao viéc chon cac vector dai dién cho

cac diem.
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1.5.2 Tinh chéat cta ti sé kép

Néu 4 diém A, B, C, D thing hang v phan biét thi:

a. [B,A,C,D| = [A,B,D,C| =

1
[A, B,C, D]
nhau hoic hai diém cudi v6i nhau thi ti sé kép tré thanh sé nghich dao.

. 06 nghia la: Khi hoan vi hai diém dau véi

Chiing minh khong khé khan, chi can dya vao dinh nghia.

. [B,A,D,C] = [A, B,C, D], nghia la: Khi hoan vi ddng thai hai diém dau véi nhau

va hai diém cudi véi nhau, ti sé kép khong thay ddi. D6 1a he qua ciia a.

. [C,D, A, B] = [A, B,C, D], nghia la: Khi hoan vi cip diém dau va cip diém cubi,
ti s6 kép khong thay doi.

That vay, ti cdc hé thic:

T =k7a+ ll—b) va 7 =ko@ + lg_b),

ta suy ra:

= lg? - ll_d) va

— k@ — k1 d.

(k1lo — koly)
(k1lo — koly)

@
—
b

Béi vay:
—ky 1y ko k
[C,D,A,B] = —2:2=22.2L = [A B,C,D].
R T A
. [A,C,B,D] = [D,B,C,A] = 1—[A, B,C, D], c6 nghia la: Khi hoan vi hai diém & giita
v6i nhau, hoic hoan vi hai diém dau va diém cubi véi nhau thi dugc ti sé kép
mdi bing 1 trir di ti s6 kép cil.
That vay, tu cic hé thic:
s

T = klﬁ) + 1 va 3 = kQE) + lg_b),

ta suy ra:
11? = —klﬁ) +7C va llg = (llkg — lgk‘l)a) + lg?
Béi vay:
liko — ok —k1  liky — Ik
4.6, B, D] s 1 Zlaky
l1ko
_ -2 __14,B,C,D)
laky
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e. That vay, tur cac heé thic:

T = klﬁ) + ll—b) va 7 = kfzﬁ) + lz?,

ta suy ra: Néu A, B,C, D, E 1a 5 diém thang hang phan biét thi:

[A,B,C,D|.[A,B,D,E| = [A,B,C,E]|.

Heé thic d6 dé dang suy ra tit dinh nghia.

1.5.3 Ti sb6 kép tinh theo toa do cac diém

Gié sit trong P" da chon mot muc tidu xa anh {S;; E} cho 4 diém thang hang A, B, C, D v6i
cac ma tran cot toa do lan lugt 1a (A), (B), (C), (D). Nhu da biét, khi d6 ta co:

(C) =ki(A) + 1(B) va (D) = k2(A) + 12(B).
Déi véi co s6 {€;} dai dien cho muc tiéu xa anh, cac ma tran (A), (B), (C), (D) ciing la cac

ma tran cot toa do cua vector @, _b), e, d 1an lugt dai dién cho cac diém A, B, C, D. Béi vay ta

c6: @ =k@+Lbvad=k@+1sb. Tit d6 suy ra:

[A,B,C,D] = kz : ﬁ
la L1
Ta gia st cho:
A=(ag:ay: an);
B = (by : by by);
C=(co:cy: cn);
D = (do : dl : dn)

Vi hai diém A v& B khong triing nhau nén ta c6 thé chon hai chi s6 i va j sao cho:

a; bz
# 0.
b

C; = aikl + blll

cj = Cljk‘l + bjll'
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Tu dé suy ra:

¢ b a; ¢
¢ by a; Gj
k1 = 1 =
a; bz a; bz
aj b; aj b;
Tuong tu ta co:
d; b; a; d;
dj bj aj d;
ko = - lyg = -
a; bz a; bz
aj b; aj bj
Cudi cliing ta duge cong thic:
a; C; a; 1
aj ¢ aj G
[A,B,C,D] =
b, ¢ b, d;
bj ¢ b; d;

1.5.4 Hang diém diéu hoa

Néu ti s6 kép [A, B, C, D] = —1 thi ta néi ring, cip diem C, D chia diéu hoa diém A, B. Khi
d6 vi [C, D, A, B] = —1 nén cip diém A, B ciing chia diéu hoa cip diem C, D. Béi vay, ta con
néi: Cap diem A, B va cip diém C, D lien hiep dieu hoa. Con néi: A, B,C, D la mot hang diém

diéu hoa.

1.5.5 Hinh bén dinh toan phan

Trong P" tap hop 4 diém A, B, C, D ciing ndm trong mot mit phang, trong d6 khong c6 ba
diém nao thing hang, dudc goi 1a hinh bon dinh toan phan. Cac diém A, B, C, D goi la cac dinh.
Mbi dudng thing di qua hai dinh goi 14 mot canh (c6 6 canh). Hai canh khong di qua mot dinh
goi 1 hai canh doi dien. Giao diém ctia hai canh déi dien goi 1a diém chéo (c6 3 diém chéo, ching
khong thang hang). Dudng thing di qua hai diém chéo goi 1a duong chéo (c6 3 duong chéo chiing

khong dong quy ).
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P

N

Trén hinh vé ¢6 cac diém chéo 14 P, Q, R vi céc dudng chéo 1a PQ, QR va RP.

Dinh 1y 1.5.1. Trong mot hinh bon dinh toan phan, hai diém chéo nam trén mot duong chéo

chia diéu hoa cap giao diém cia dudng chéo dé vdi cip canh di qua diém chéo thi ba.

Chitng minh. Gi st ABCD 13 hinh bén dinh toan phan. Ba diém chéo ctia né la: P = AB n
CD;Q = AD nBC va R=AC nBD. Goi M = AD n PR,N = BC n PR. Ta phéi chiing
minh: [P,R, M,N] = —1.

Trong mit phiang P? chita hinh bén dinh ta chon muc tiéu xa anh {Sy, Si, S2; E} sao cho:
So=A=(1:0:0),5=B=(0:1:0),5%=C=(0:0:1),F=D=(1:1:1).

Duong thing AB c6 phuong trinh x5 = 0, nén diém P c6 toa do 1a: (zo : 21 : 0), mit khac
ba diém P, D, C thang hang nén:

g X1 0
1 1 1|=0 hayz = z.
0 0 1
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Vay P=(1:1:0).
Tuong tu ta tinh duge: R = (1:0:1).
Phuong trinh dudng thang PR la:

Trg I1 T2

1 1 0|=0 hay zg — 1 — 22 = 0.
1 0 1

con dudng thang BC c¢6 phuong trinh zg = 0.
Vay toa d0 N = PRnBClaN=(0:1:-1).

Phuong trinh dutng thang AD la:

Trg X1 T2
1 0 0|=0 hay o — x1 = 0.
1 1 1

Vay toa do0 M = PRn AD1a M =(2:1:1). Tu do ta cé:

hay [P, R, M,N] = —1. 0

1.6 Ti sbé kép ctia chium bbn siéu phang

1.6.1 Chum siéu phing
Trong khong gian xa anh P, tap hop cic siéu phang cting di qua mot (n — 2) - phang duge
goi 1a chum siéu phdng, vdi gid la (n —2) - phang dé.

Di nhién mot chiim siéu phéng dugce xac dinh khi cho gia ctia né, hoic cho hai siéu phéng nao

dé6 cta chum.

Gia sit trong P™ da chon muc tiéu xa anh cho mot chiim siéu phing, ma hai siéu phang U va

V ctia n6 lan lugt ¢6 phuong trinh:
Uoxy + U1 + ... + UpTy, =0 (1.5)

va

Voo + V121 + ... + vy, =0 (1.6)

(khi d6 gi& ctia chiim sé c6 phuong trinh 13 hé gom hai phuong trinh trén). Toa do cla céc
sieu phang d6 1a: U = (ug : Uy : ... : Up) VA&V = (v : v1 ¢ ... : v,). Ciing nhu dbi véi toa do céc

diém, ta ki hieu (U) va (V) lan lugt 1a cdc ma tran cot toa do clia cAc sieu phang U va V.
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Dinh 1y 1.6.1. Diéu kién can va di dé siéu phang W thudc chiom zdc dinh bdi hai siéu phang U
va V' la phuong trinh W cé dang:

p(uozo + w11 + ... + Upxy) + q(voTo + V121 + ... + VRUL) =0 (1.7)
trong dé: p va q khong dong thoi bang 0.
hodc, néi cach khdc la: ma tran cot toa do cua W co dang:
(W) =pU) +q(V).
Chitng minh. Gid st situ phing W ¢6 phuong trinh:

WoxTo + W11 + ... + Wpxy =0 (1.8)

Diéu kién can va di dé W thuoc chiim x4c dinh bdi U,V 1a W di qua (n — 2) - phang c¢6
phuong trinh 13 h¢ gom hai phuong trinh (1.5) va (1.6).Diéu d6 xay ra khi va chi khi h¢ gom 3
phuong trinh (1.5),(1.6),(1.8) 1a phu thudc, trong lac hé (1.5) va (1.6) 1a doc 1ap, hay khi va chi
khi (1.8) 1a phuong trinh hé qua cia (1.5) va (1.6), titc (1.8) c6 dang (1.7). O

1.6.2 Ti sbé kép ctia bbn siéu phang thudéc mot chium

Dinh 1y 1.6.2. Cho bon sieu phang U,V,W, Z thuoc mot chiam, trong dé U, V,W doi mot phan
biet. Néu d la duong thing cdt bon siéu phang dé lan lugt tai cic diem A, B,C, D (khong cdt gid

ctia chum,) thi ti s6 kép ciia bon diém dé khong phu thudc vao vi tri cia duong thing d.
Ti s6 kép noi trén duge goi 1a ti s6 kép ciia chum bon sieu phang, ki hieu [U, V, W, Z].

Chitng minh. Ta chon muc tiéu xa anh ndo dé va gid st ddi véi né, cac siéu phing d6 c¢6 ma tran
cot toa do la (U), (V), 1a

con cac diem A, B, C, D c¢6 ma tran cot toa do tuong ing la (A), (B), (O), (D).

Vi AeU,BeV nén: (U){(A) =0,(V)"(B) =0, ngoai ra vi A, B phan biét nén:
(U)Y(B) # 0,(V)!(A) # 0. Vi diém C nam trén AB nén (C) = k1 (A) + [1(B), n6 lai nam trén
W nén: (W)Y(C) = 0 hay:

(p1(U) + qu(V)1) (k1 (A) + 11(B)) = 0
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Nhu vay:

p1k1(U)(A) + 111 (V)(B) + p1 i (U) (B) + q1k1(V)'(A) = 0.

hay
plh(U)Y(B) + qik1(V)'(A) = 0.

Ta c6 thé 1ay k1 = p1(U)Y(B) va I = —q1(V)!(A). Tuong tit nhu thé ta co:

(D) = k2(A) +12(B)

ke = p2(U)'(B), lo = —g2(V)"(A).

Tu do suy ra:

[A,B,C,D] = % : %

_ p(U)(B)  pmU)(B)
@(V)H(4) —q (V) (4)

_p2. P
q2 ' q1

khong phu thuoc d.
O

Chi . Tit chitng minh dinh Iy trén ta suy ra cich tim ti s6 kép ctia chiim siéu phing khi biét
toa do ctia ching ddi v6i mot muc tiéu ndo dé: Néu céc siéu ph‘fmg U,V,W,Z c6 ma tran cot toa
do la (U), (V), (W) = p1(U) + 1(V), (Z) = p2(U) + go(V), thi:

w.v.w,z) =" B
q2 1

1.6.3 Chum bbn siéu phing diéu hoa

Bén siéu phing U,V,W, Z ctia mot chim dudc goi 1a chum bon siéu phang diéu hoa néu

[U,V,W, Z] = —1. Khi d6 ta con néi: Cdp siéu phang U,V chia dieu hoa cdp siéu phing W, Z.

1.6.4 Hinh bén canh toan phan

Trong mit phiang xa anh P? hinh gom bén dudng thing trong dé khong c6 ba dusng thing
nao dong quy goi 1& hinh bon canh toan phan. Mdi duong thang dé goi 14 mot canh (c6 4 canh).
Giao diém ctia hai canh goi 1& mot dinh (c6 6 dinh). Hai dinh khong n&m trén mot canh goi 1a
hai dinh déi dién. Duong thang néi hai dinh dbi dien goi 1a dudng chéo (c6 3 dusng chéo). Giao

ctia hai duong chéo goi 1a diém chéo (c6 3 diém chéo).
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Dinh 1y 1.6.3. Trong hinh bon canh toan phan, hai duong chéo di qua mot diém chéo nao dé

chia dieu hoa hai duong thang néi hai diém chéo dé vdi hai dinh ndm trén duong chéo thi ba.

Chatng minh. Gia st a, b, c,d 1a bon canh ctia hinh bén canh toan phan. Cac dinh ctia né la:
P=anb, Q=cnd, R=and, S=bne¢, U=anc, V=0>bnd.
Céc diém chéo 1a:
I=PQARS, J=RSAUV, K=UVnPQ.

Ta phai chitng minh ring cip dudng thing IJ,IK chia diéu hod cip duong thang IU,IV.
Mudn vay ta chi can chiing minh [J, K, U, V] = —1. Xét hinh b6n dinh toan phan PQRS thi diéu

hoa d6 1a hién nhién. O

1.7 Nguyeén tic déi ngau

1.7.1 Phép dbi xa trong P*

Ta ki hieu [ " 1 tap hop tat ca cac phang trong P™ ¢6 s6 chidéu bé hon n. Chon trong P mot

[N 2 N N z : z n
muc tiéu xa anh nao d6 va xac dinh anh xa 7 : [[" — []" nhu sau:

* Néu A 1a mot diém (ttc 1a mot 0 - phéng) thi 7(A) 1 siéu phéng c¢6 toa do giéng nhu

toa do ctia A, cu thé 1a néu:

A=(ag:ar:..:ay) thiim(A) = (ap:a1:...:a,).
Néu U la cai phing nao dé thi:
XeU
(Duéi day ta sé chiing minh rang p(U) 1a céi phang).
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1.7.2 Céc tinh chat ctia phép dbi xa
a. Phép db6i xa bién mdi diém (0 - phing) thanh mot siéu phing.
b. Phép d6i xa bién m diém doc lap thanh m siéu phing doc lap, bién m diém
khong doc lap thanh m siéu phing khong doc lap.

That vay, cho m diém A;, i = 1,2,...,m véi A; = (aio : a1 : ... : aip), khi d6 m(4;) 14 siéu
phing c¢6 toa do bang toa do ctia A;. Xét ma tran (a;5), i = 1,2,...,m; j = 0,1,2,...,n.
Ta biét ring, m diém A; doc lap khi va chi khi ma tran d6 cé hang bang m, tic 14 khi va

chi khi m siéu phang 7(A;) doc lap.

c. Phép dbi xa bién r - phing thanh (n —r — 1) - phing.

Chitng minh. Gié sit cho r - phing U, ta lay trén n6 r + 1 diém doc lap Ay, Ay, ..., a,., khi
dé, r + 1 sieu phang 7(Ag), (A1), ..., 7(A,) cling doc lap (tinh chat b), nén giao ctia chiing

1a cai phang V ¢6 s6 chiéu 1& n — r — 1. Ta chiing minh: v = 7(U).

Trude tién, theo dinh nghia cta w(U), ta c6 ngay m(U) < V. Vay chi con phai chitng minh
m(U) o V.

Ta lay mot diém X € U, thi r +2 diém Ay, Ay, ..., a,., X khong doc lap, vay r + 2 siéu phang
m(Ap), m(A1), ..., m(A), 7(X) khong doc lap, do dé:

m(X)>V hay w(U)>oV.

d. Cho hai phing U,V. Néu U c V thi n(V) c n(U).

That vay, theo dinh nghia

XeU XeV

béi vay, néu U < V thi (V) < 7(U).

1.7.3 Nguyén tac dbi ngau

Hai cai phang U va V trong khong gian xa dnh P™ goi 1& quan hé lién thudc néu mot trong
hai phing d6 chita phing kia: titc 14 U < V hosic V < U. Khi dé ta néi U thudc V, hodc V thuoc
U. Chéang han: néu diém A n3m trén dudng thang a thi ta néi: diém A thuoc dusng thang a, hodc

Mo 5

néi duong thang a thuoc diém A. Nhu vay, tit "thuoc” dong nghia véi mot trong cac tit: "ndm

tréen"”, "di qua”, "chia”, "chita trong".
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V6i cach hiéu nhu vay, ta cé thé néi ring: Phép doi za giit nguyén quan hé lién thudc gitda cdc

phang, c6 nghia la néu U thuge V thi 7(U) thuge m(V).

Bay gio gia stt M 13 mot meénh dé ndo d6 trong khong gian xa anh P", néi vé cac phing va
cac quan hé lién thugc giita ching. Néu trong ménh dé d6 céc tit "r - phang” dudc thay bang cac
tit "(n —r — 1) - phdng", cac tit khac giit nguyén thi ta dugc ménh dé méi M*, goi 1a ménh dé
doi ngau ctia ménh dé M. C6 nhién, ménh dé M 1 déi ngiu ctia ménh dé M*, béi vay ta néi M

va M* 1& cdp ménh dé doi ngau véi nhau.

Tit tinh chit ctia phép ddi xa, ta c6 két qué sau day goi 1a nguyén tdc doi ngdu:

"Trong khong gian xa anh cip ménh dé dbi ngiu véi nhau hoic ciing diing, hoic
cung sai'".

Dé lam vi du, ta hiy xét ménh dé sau trong P™ : "C6 mot va chi mot duong thang di qua hai
diém phan biét cho trude”. Ta phat biéu lai dudi dang: "C6 mot va chi mot - phang thuoc hai
diém phan biét cho trudc”. Khi d6, ménh dé d6i ngdu ctia né sé 1a: "Cé mot va chi mot (n —2) -
phang thuoc hai siéu phing phan biét cho trude”, hay phat biéu cach khac: "Hai siéu phdang phan
biet luon cdt nhau theo mot (n — 2) - phang duy nhat".

Céap ménh dé déi ngau trén day déu ding.

Ta lutu § dén cach thanh 1ap meénh dé déi ngiu trong P? va P3 :

Trong P2, dé c6 ménh dé dbi ngiu ctia ménh dé M ta thay trong M cac tir "diém"
béi cac tir "dwong thang"” va ngudc lai, con cac tir khac giit nguyén.

Trong P3, dé c6 ménh dé dbi ngiu ctia ménh dé M ta thay trong M cac tir "diém"

béi cac tir "mdat phdang” va ngugc lai, con cac tir khac giit nguyén.

1.7.4 Khai niém déi ngiu

Mot khéi niem ciing c6 khai niéem déi ngau néu trong dinh nghia ciia nd, ta thay tit r - phdang

béi tit (n —r — 1) - phdng.

Vidu 1.7.1. a. Khdi niem r diem doc lap trong P™, duge dinh nghia la "r - diém khong cing
thuoc mot (r — 2) - phang" cé khdi niém doi ngdu la: r siéu phang khong ciing thugc mot

(n—7r+1) - phang". D6 chinh la khdi niém r siéu phang doc lap.
b. Trong P? hinh bon dinh toan phan va hinh bon canh toan phan la cap khai niém déi ngau.

c. Trong P", khdi niém chum siéu phdng (tdp hop cdc siéu phang cung di qua mot (n — 2)
- phdng) c6 khdi niém doi ngau la: Tap hop cic diem cung thuoc mot duong thang, ta goi

ching la mot hang diém.
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d. Cho bon diem A, B,C, D thdng hang, cé ti s6 kép [A, B,C, D] = k. Qua phép doi za, cic
sieu phang w(A), ©(B), ©(C), 7(D) thugc mot chum va tic dinh nghia ti s6 kép cia hang
4 diém va chum 4 siéu phdang ta suy ra: [A, B,C,D] = [r(A), n(B), n(C), n(D)]. Bdi
vay ta néi rang: khdi niém ti s6 kép cia hang 4 diém va ti s6 kép cia chum 4 siéu phdang

la khdi niém doi ngau.

e. Khdi niém hang diém diéu hoa va chum siéu phang diéu hoa la cdp khdi niém doi ngau.

1.8 MO0 hinh xa anh cua khong gian afin

1.8.1 Xay dung mo hinh

Gia sit P 1a K - khong gian xa anh lién liét v6i K - khong gian vector V"1, Goi W 1a mot
situ phang nao d6 cia P". Dat A" = P"\W. Ta xay dyng A" thanh khong gian afin bing cach
sau day:

Dua vao P™ mot muc tiéu xa anh {S;; E} véi cic dinh Sq, Sa, ..., S, ndm trén W. Khi d6, siéu
phéng W sé c6 phuong trinh x¢ = 0.

Néu diém X € A" thi X c6 toa do (zg : o1 : To : ... : T,) trong dé zg # 0 (vi X khong
thuoc W). Béi vay, néu ta diat X; = ﬂ, véi i = 1,2,...,n thi ta dugc mot bo thit ty gom n

Lo
s6 (X1, Xo, ..., X,), v6i X; € K. N6 duge goi 1a tog do khong thuan nhat ctia diém X, va viét
X = (X1, Xo,..,X,,). Ré rang 13 c6 mot song anh tit tap A" t6i tap K™ bing cich cho mdi diém
tuong tng véi toa do khong thuan nhat ciia né.

Néu ¢6 hai diém ciia A" 1a X = (X1, X2, ..., Xp) V&Y = Y1, Ya, ..., Y, thi ta ki hicu XY la
vector (Y7 — X5,Ys — X5, ..., Y, — X,,) cia K" (xem K" la khong gian vector trén truong K).
Béang cach d6 ta c6 anh xa ¢ : A" x A" — K", thod man céic tién dé ciia khong gian afin va do

d6 A™ tré thanh khong gian afin n chiéu lién két v6i khong gian vector K™.

1.8.2 Muc tiéu afin trong m6 hinh

Xét muc tieu xa anh {S;; £} trong P nhu trén. Goi E; 1 giao diém ctia dudng thang {(S;, E)
va siéu phang di qua E va qua moi dinh ctia muc tiéu trit dinh S;, thi d& thay toa do khong thuan
nhat clia cac diém d6 la:

Ei = (1,0,0,...,0).
Es = (0,1,0,...,0).
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Ngoai ra, hién nhien Sy = (0,0,0, ...,0). Bsi vay, néu ta dat SoE; = @; thi ta duge muc tieu
afin (Sp, €1, €2,..., €n), viet tat 1a (So; €;), va goi 1a muc tiéu afin sinh ra bdi muc tiéu za dnh
(Si, E) .

Néu diém X c6 toa do khong thuan nhat:

X = (Xl, XQ, ceny xn)

thi
S()X =X 1 +Xo€y+...+ X, €.

nén (Xi, X, ..., X,,) chinh 1a toa do afin cia X d6i v6i muc tieu afin (Sp; €;).

1.8.3 Cac phang trong mé hinh
Ta chting minh ring: Néu m - phing xa anh U ctia P® khong nim trén siéu phing
W thi tap U’ = U\W la mot m - phing afin trong khong gian afin A™.

That vay, gia st m - phang U c¢6 phuong trinh di véi muc tieu (S;, E) la:

n
Zuiﬂ?j =0, 1=1,2,...,n—m.
Jj=0

trong d6 ma tran (u;;) i = 1,2,..,n —m; j =0,1,...,n ¢6 hang bang n — m.

Vi U khong ndm trén siéu phang W, thi khi thém vio hé phuong trinh trén mot phuong trinh
thit n —m+11a zo = 0 (hé phuong trinh cia W) ta duge hé n —m + 1 phuong trinh ma ma tran
cac he s6 ¢6 hang bang n —m + 1. Tt d6, suy ra ma tran (u;;) i =1,2,...,n—m; j =0,1,...,n
c6 hang bang n — m.

Bay gio, néu dat U’ = U\W thi mdi diém X € U’ ¢6 toa do X = (x¢ : @1 : ... : 2,,) thod man
hé n — m phuong trinh trén, dong thoi xo # 0. Tt d6, suy ra toa do afin (X1, X», ..., X,,) cia X
thod méan hé phuong trinh:

n
DugX;tuig =0,  i=12..,n—m
j=1

trong d6, ma tran cac heé s6 ¢6 hang bang n — m. Diéu d6 ching t6 rang, U’ = U\W la mot
m - phang afin ctia khong gian afin A",
1.8.4 Thé hién su song song ctia cac phang trong moé hinh

Cho r - phing xa anh U v& s - phang xa anh V trong khong gian xa anh P”, khong nim trén
sieu phang W, véi r < s. Ta biét rang khi d6 U n W va V n W la cac phang xa anh c6 s6 chiéu

lan lugt lar — 1 va s — 1.
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Ta chitng minh réng: Néu U n W < V n W thi 7 - phéng afin U’ = U\W song song véi s -
phang afin V' = V\W.

That vay, gia sit 7 - phang U c¢6 phuong trinh:

n
Zuijxj 20, 1= 1,2,...,n—'r.
Jj=0

Giao U n W ¢6 phuong trinh:

Vi U khong ndm tren W nén ma tran (u;;) @ = 1,2,..,n —r; j = 1,2,...,n ¢6 hang béng

n-—r.

Tuong ti, néu s - phang V ¢6 phuong trinh:

n
Zvijxj 20, 1= 1,2,...,n—3.
J=0

Thi giao V n W ¢6 phuong trinh:

n .
ijl vije; =0,1=1,2...,n—s.

i) =

Trong d6 ma tran (v;;) i =1,2,...,n —s; j =1,2,...,n ¢6 hang béng n — s.

Phuong trinh ctia r - phang afin U’ = U \W déi véi muc tieu afin sinh béi muc tiéu xa anh 1a:

n
EUini+ui0=0, 1=1,2,...,n—1.
j=1

con phuong trinh ctia V' la:
n
Z”ini+Ui0 =0, 1=1,2,...,n —s.
j=1
T dieu kien U n W < V n W ta suy ra hé phuong trinh cia V n W 1a hé qua ctia phuong
trinh caa U n W. T d6 suy ra = 7/, hay U’ song song vé6i V',

Vi du 1.8.1. Néu goi a va b la hai duong thing trong P™, khong nam trén W, va cdt nhau tai
mot diem M thuoc W thi khi b6 di diem M ta con lai hai duong thdang afin o’ va b song song.
Vi lé do, diem M tuy khong thuoc duong thang afin a va b, ta van goi né la "diém vo tan" cia a
v ctia b. Va nhu vay, hai duong thang la song song khi ching c6 chung diém vo tan. Néu diem
M vo tan cé tog do za anh M = (0 :mq : mo : ... : my,) thi cic duong thang afin di qua M c6
cung vector chi phuong la M = (my, ma,...,m,). Nhu vay, cé thé néi méi diém vo tan wdc dinh
ra mot phuong cia cic duong thing song sonyg.

Siéu phdng za dnh W duogc goi la "siéu phang vo tan" ciia khong gian afin. Méi m - phdang za

anh nam tréen W cing goi la "m - phang vo tan".
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1.8.5 Y nghia afin ctia ti s6 kép va ¥ nghia xa anh cta ti sé don

Trén mo hinh A = P™\WW ctia khong gian afin cho bén diém théng hang va phan biét
A, B,C, D. Déi véi muc tiéu xa anh da chon (khi xay dyng mo hinh), gia st toa do ctia A va B
la:A=(1:a1:a9:...:ay), B=(1:by :by:...:b,).Khi do, toa do cia C va D la:

C = (]431 + 11t kiay + 11y kras + Libs o ...t kra, + llbn)
D =

(k?g + Iy koay + loby : koas + by ¢ ... ¢ koa, + lgbn)

Theo dinh nghia ctia ti s6 kép trong khong gian xa anh P ta c6:

ky k
[A,B,C,D] = 2 : 2.
la L
Bay gi ta hay tim toa do afin clia cic diém A, B, C, D d6i véi muc tiéu afin sinh bdi muc

tiéu xa anh néi trén. D& dang thay:
A= (al,az,...,an), B = (bl,bg,...,bn),
C = (c1,¢2,..,¢n), D =(dy,da,....,dy).

trong do:
_ kia; + 11b; ) _ koa; + loa; ]

C; = — vl =1,2,....n.
! kl +l1 P k?g +l2 T
tu do ta co:

lﬁai + llbl _ ll(ai — bz)

a; —C; = a; —

ki + 1y B k1 + 11 ’
b — ;= by — kiai +lLhibi _ —ki(a; — bi)'
kv + 1 k1+ 10

Theo dinh nghia ti s6 don ctia ba diém thing hang trong khong gian afin, ta cé:

l
Tuong ty ta co6: (A, B, D) = —k—Q.
2

Vivay, [4,B,C. D] = (A,B,C) : (A, B, D).

Nhu vay, trong khong gian afin c¢6 thé dinh nghia ti s6 kép ctia bén diém thang hang A, B, C, D
1 ti 86 ctia hai ti s6 don (A, B,C) va (A, B, D).

Dac biét, néu ta lay bon diém thang hang A, B, C, D trong d6 D nam trén W (néi cach khac
D 1a diém v6 tan ctia dudng thing di qua A, B,C) thi ks + I = 0, nén:

[A,B,C,D] = —* = (A4, B,0).



Bdi vay, ta c6 thé noi: Ti s don ctia ba diém thing hang A, B, C la ti s6 kép ciia ba
diém dé6 va diém vo tan ctia dudng thang di qua ching.

Néu ti s6 don d6 biang —1, titc 1a khi B 1a trung diém ctia doan thing AB, ta c¢6 thé néi:
Trung diém ctia doan AB la diém ciing véi diém vo tan cta dudng thang AB chia

diéu hoa cip diém A, B.

1.8.6 Ap dung

Sau khi da bé di mot siéu phang W nao dé ciia khong gian xa dnh P™ ta duge khong gian
afin A™. Khi d6, mot sy kién hinh hoc nao dé trong P™ sé tré thanh mot sy kién trong A”™.

Bing cach d6, tit mot dinh 1y ctia hinh hoc xa anh ta c¢6 thé suy ra mot s6 dinh 1i ctia hinh

hoc afin.
Dé minh hoa, ta xét dinh 1i Papuyt trong P? :

"Trong P2 cho siau diém phan biét Ag, Bg, Co, A1,B;, Cq, trong dé Ag, Bg, Co thang
hang va A, B, C; thing hang. Khi dé ba giao diém Ay = BoC; n B1Cg, B2 = Co n C1 Ay,
Cs; = AgB; n A1Bg ciing thz%.ng hang".

Co
By
Ay
--------- A2
02 B2
0 Ay B, Cy

a. Goi O 1a giao diém ctia hai dudng thing AqBy vd A;B;. Chon dudng thing di qua diém
Co, C1 lam duong thang vo tan W, va xét mat phang afin A2 = P2\W. Khi d6, cac hinh bén
dinh OAgByA; vd OBgAyB; tré nén nhitng hinh binh hanh do ¢6 nhitng canh dbi song

song. Vay ta co dinh I sau day trong mit phing afin:
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BO A2

=
-
-
-
-

O A1 Bl

"Cho hai hinh binh hanh OA(B;A; vd OBgA;B;, trong d6 O,Aq, By thing
hang, O,A;,B; thing hang. Khi dé ba diém A;, By, C; = AgBo n A1 B thing
hang".

. Chon dudng thing di qua Ay, By, Cp 14 duong thing vo tan W, ta c¢6 dinh Iy sau trén mit

phéng afin:

Az

Cs

Ay By Cq
"Cho ba diém A;,B;,C; thing hang, goi Aj, B3, C3 1a nhitng diém sao cho
Alcz//clAz, A]_Bz//B]_Ag, B]_C2//C]_B2. Khi d(), ba diém Ag, Bz, C2 th{zll'lg héng".

Ta cht § rang, néu dinh 1y (a) hodc (b) da dugce chitng minh (bang kién thitc ctia hinh hoc
afin) thi dinh 1§ Papuyt ciing dugce ching minh. Diéu dé c6 nghia la: Tt mot dinh 1y ctia

hinh hoc afin ta cling suy ra dugc mot dinh Iy ctia hinh hoc xa anh.

Dé lam vi dy, ta xét dinh Iy sau day trong mat phing afin: "Ba trung tuyén trong tam

giac déng quy".

Gia stt AA’", BB',CC'" 1a céc dudng trung tuyén ctia tam gidc ABC. Néu goi Ay, B, Cq lan

lugt 14 diém vo tan cla cac dudng thiang BC,CA, AB thi [B,C, A", A)] = [C,A,B',B,] =
[A, B,C',C1] = —1. Nhung trong mit phang xa anh diém vo tan binh ding nhu nhiing diém

khéc. Béi vay, ta ¢6 dinh 1y xa anh sau day:

"Cho ba diém khong thing hang A, B, C v mot dudng thing d khong di qua chiing,

cit cac duong thing Bc, CA, AB lan lugt tai A;,B;,Cy1. Goi A’,B/,C’ 1a cac diém
sao cho: [B,C,A’,A;] =[C,A,B,B;] = [A,B,C/,C;] = —1. Khi d6, ba dudng thing
AA’.BB’,CC’ dong quy".

Chi ¥ rang, dinh 1§ d6 1& mot truong hop cta dinh 1y Xéva.
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1.9 Cac phan t@ 4o trong khong gian xa anh thuc

1.9.1 Cac phan ti 4o trong khéng gian xa anh phiic

Ta hay xét P™(C) mot khong gian xa anh n chiéu trong truong sé phitc C. Goi {S;; £} 1a mot
muc tiéu xa anh ¢ dinh ctia P"(C).
Dinh nghia 1.9.1. Diém X dugc goi la diém thuc cia P*(C) néu né cé6 mot toa do gom bp n+ 1
$6 thuc. Diem X goi la diém do néu né khong phai la diém thuc.

Mot m - phang cia P*(C) goi la m - phang thiic néu né cé phuong trinh ma hé s la nhimg

s6 thue. Mot m - phcfng goi la do néu né khong thuc.

Vi du 1.9.1. Céc dinh S; va diém E cia muc tiéu la cic diém thuc. Diem (i : —2i : 3i) trong
P2(C) la diém thuc (¢ day i ki hiéu cho don vi do: i = —1) vi c6 thé ldy toa do cia né la
(1:—=2:3). Diém (1:14:0) la diém do.

Trong P3(C) duong thang cé phuong trinh:
(I—Dzo+ (2+d)x — (2 —i)ze — (1 —d)az = 0.
(1 +20)zo + 2(1 — D)ay — 2(1 + D)az — (1 — 2i)as = 0.

la duong thang thuc, vi dé thay hé phuong trinh trén tuong duong vdi hé phuong trinh:

To + 2x1 — 229 —x3 = 0.

—xo+x1+x0—2x3 =0.

Con duong thing cé phuong trinh:

xo + iz, =0, 2o + 21 = 0 la duong thing do.

Chiti ¥ ring, dinh nghia trén phu thugc vao viéc chon muc tieu. Néu thay ddi muc tieu thi mot

diém thyc c6 thé trd thanh diém 4o va nguge lai.

Ciing chii ¥ rang, trén cidc m - phang thic nhitng diém 4o va trén cac m - phang 4o ciing c6

thé c6 cac diém thuc.

1.9.2 Cac phan tit lién hgp trong P?(C)

V6i mdi s6 phiic 2z = a + ib (a,b € R), ta ki hieu s6 phiic lien hgp ctia n6 la z = a — ib.

Hai diém X va X’ ctia P"(C) goi la lién hop vdi nhau néu chiing c¢6 cic toa do twong ting lién
hop v6i nhau. Hién nhien, mdi diém thuyc déu lien hop véi chinh né.
Hai m - phiang ciia P*(C) goi 1a lién hgp vdi nhau néu ching c6 hai phuong trinh cé céc hé

s6 tuong tng lien hop v6i nhau.
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Dinh 1y 1.9.2. Néum - phing U di qua m + 1 diém doc lip ciia P*(C), trong dé cic diem hodc
la thuc, hodac doi mot lién hop vdi nhau thi U la m - phcfng thuc.

Chitng minh. Gia sit m - phang U di qua m + 1 diém doc lap My, My, ..., M,,,. Néu trong dé c6
hai diém lien hgp 1& M; vad M; thi ta thay ching bdi hai diém M/ va M]’ c6 toa do:

(M]) = (M;) + (Mj) va (M}) = (M;) — (M;). Khi d6 hién nhien M; va M; la nhing diém
thyc ndm trén duong thang M;M;. Con néu M, 14 diém thuc thi ta ki hieu né la Mj.. Nhu vay ta
duge m + 1 diém thye Mj, M7, ..., M! . Ching doc 1ap vi néu khong thi ta sé c6 (m — 1) - phing
di qua chiing va do dé di qua m + 1 diém M;, tic m + 1 diém M; khong doc lap.

Vi m - phang U di qua m + 1 diém thyc M! nén U 1a m - phang thuec.

Trudng hop rieng: Dudng thang di qua hai diem thuc hodc hai diem do lien hop la duong thing

thuc. O

Chimg minh tuong ty, ta c6 két qua sau:

Dinh 1y 1.9.3. Néu m - phding U la giao ciia n —m siéu phing, trong dé cic siéu phang hodc la

thuc hodc la doi mot ao lién hop, thy U la m - phcfng thuc.

Trudsng hop riéng: Giao cta hai siéu phang do lién hgp la mot (n — 2) - phang thuc.

1.9.3 Quan hé gitta khéng gian xa anh thuc va phiic n chiéu.

Dinh 1y 1.9.4. Tap hop tit ci cic diém thuc cia khong gian P™(C) la mot khong gian za dnh
thuc n chiéu, ma cic m - phang ctia né la tap hop cic diém thuc ndm trong mot m - phdng thuc
cia P*(C).

Chitng minh. Ki higu []" 14 tap hop cac diém thyc ctia P*(C). Goi P*(R) 14 khong gian xa anh

thyc n chiéu v6i mot muc tiéu xa anh da chon, ta xay dyng mot don 4nh:

q : P*(R) — P"(C) nhu sau:

Néu diém X € P*(R) c6 toa do nhu thé nio thi diém ¢(X) € P*(C) ciing ¢6 toa do nhu thé.
R6 rang 1a khi d6 q(P™(R)) = [[" va q|P"(R) : P*"(R) — | [" & song anh.

M&i m - phang U ciia P*(R) c¢6 phuong trinh nhu thé nao thi ¢(U) 1 tap hop cac diém thue
ctia P*(C) trong m - phang thyc ¢6 phuong trinh diing nhu thé trong P"(C).

Bdi thé ta c6 thé dong nhat [[™ véi P*(R) va do d6 J]" 1a khong gian xa anh nhu da néi
trong dinh ly. Muc tiéu trong P (R) cing chinh 1a muc tiéu da chon trong P™(C). O

BAI TAP CHUONG 1
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Bai tap 1.1. Ching minh ring trong khong gian wa danh P? :
a. Qua hai diém phan biét c6 mot va chi mot duong thing.
b. Hai duong thang phan biét cé duy nhat mot diém chung.
Bai tap 1.2. Chiéng minh ring trong khong gian za anh P3 :
a. C6 nhimg cip duong thang khong cé diém chung (ta goi ching la chéo nhau,).

b. Mot duong thdng va mot mat phing luon cé diem chung..
Bai tap 1.3. Ching minh cdc ménh dé sau day trong khong gian P™ :
a. Giao (theo nghia tap hop) ciia hai phang néu khong rong la phdang nao do.
b. p - phang va (n — p) - phang luon luon cé diem chung.
c. Giao cia mot sieu phang va mot m - phang khong ndm trén siéu phang dé la mot (m — 1)
- phdng.
Bai tap 1.4. Cho U,V la cic phdang trong P*. Ta goi cdi phing bé nhét chia U va V la tong cia
U va'V, va ki hiéu la U + V. Chitng minh rang:
a. U+ V la giao cia tat cd cac phang chita ca U va V.
b. dim(U + V) =dimU +dimV — dim(U n V), néu U "V # &.
dim(U + V) =dimU +dimV + 1, néu U nV = (.
Bai tap 1.5. Trong m - phdng, hé diém doc lap cé thé c¢é nhiéu nhat la bao nhiéu diem?

Bai tap 1.6. Tong cia r diem (mdi diém zem la mot O - phdng) la cdi phang cé so chiéu lon
nhat la bao nhiéu? Bé nhat la bao nhiéu?

Bai tap 1.7. He k + 1 diém (k = 2) ciia P™ goi la hé diem phu thudc & vi tri tong qudt néu heé
dé khong doc lap, nhung moi hé con thuc su cia né deu doc lap.

Gid si Sg, S1, ..., S la hé diem phu thudc J vi tri tong qudt. Ching minh rang néul > p > k—2
thi giao ciia {So, S1, .., Spy Vi {(Spi1,Spi2, .. Sy la mot diém P, va hé Spi1,Spi2, ., Sk, P la
hé phu thudc & vi tri té)ng qudat.

Bai tap 1.8. Trong P" cho hé diém doc lap So, Si, ..., Sk.. Chitng minh rdang, phang {So, S1, .-, Spy
va phang {Spi1, Spt2, -y Sky khong cé diém chung.

Bai tap 1.9. Trong phing P? cho bén diém A, B,C,D trong dé khong cé ba diém nao thdng
hang. Tréen cdc duong thing AB, BC,CD, DA lan lugt ldy cic diem M, N, P,Q sao cho ching
deu khong tring vdi 4 diém da cho. Chitng minh ring, néu ba duong thang MN, AC, PQ dong
quy thi ba duong thing MQ, BD, NP cing dong quy va ngudc lai.
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Bai tap 1.10. Goi S™ la siéu cau thuc trong khong gian Oclit En*TY. {S™} la tap cdc cap diem

zuyén tam doi cua S™.

a. Ching té rang, {S™} c6 thé zem la mot mo hinh cia khong gian za dnh n chiéu lien két vdi

E)n—&-l
b. Trong mo hinh trén, cdc m - phang cia {S™} la nhimg tap hop nao?

Bai tap 1.11. Goi S™"! la siéu cau thuc trong khong gian Oclit n chieu E™, [S™*1] la tap hop

tat cd nhiing diém ndm trong va trén S™t1.

a. Hay lam cho [S™*] trd thanh khong gian wa dnh n chiéu.
b. Trong khong gian za dnh dé cdic m - phing la nhing tap nao?

Bai tap 1.12. Trong mdt phdng afin cho tam giac ABC vdi ba trung tuyén AD, BE CF cit
nhau ¢ G.

Ta goi A, B,C, D, E, F,G la nhimg diém, cic duong thang la nhimg tap hop {A, B, F}, {B,C, D},
(C,E, A}, {A,D,G}, {B,E,G}, {C,F,G}; {D,E,F} (c6 tit ci 7 diem va 7 duong thdng).

Ching to rang, dé la mot mo hinh cia mat phdang za dnh tréen truong K cé dic so6 2.

Bai tap 1.13. Ta lay 13 diem P;, vdi i = 0,1,2...,12,13 trén duong thdng p;,i = 0,1,2,...,12.
Ta goi diém P; la nam tréen duong thing P; néu i+ j = 0,1,3,9 (mod 13). Ching té ring dé la
mo hinh clia mat phang za dnh trén truong K c¢é dac s6 3. Hay tim 4 diém nam trén moi duong

thang va tim 4 duong thang di qua mot diém.

Bai tap 1.14. Cho muc tiéu za dnh {S;; E} trong khong gian za dnh P"*. Tim diéu kién dé diém
X = (xg:x1: ...t Ty) nam trén m - phang toa do {(So, S1, ..., Sm).

Bai tap 1.15. Trong P vdi muc tiéu za dnh da chon, cho r diem Ay, As, ..., A, biét toa do ciia

chiing la A; = (a0 : i1 ¢ ...t Qin), © = 1,2, ...,7. Tim diéu kien dé r diem dé doc lap.

Bai tap 1.16. Trong P? vdi muc tiéu za dnh da chon, cho cic diém A = (ag : ay : az), B = (b :
by by), C = (co:cy:ca). Chitng minh ring, A, B,C thang hang khi va chi khi:

ap ap az
bo b1 bg = 0
Co C1 C2

Bai tap 1.17. Trong khong gian za dnh P2 cho muc tiéu {So, S1, Se; E}.
GOZ EO = S()E M Slsz;El = SlE M S[)SQ;EQ = SQE M S()Sl; E(/) = E1E2 M SlSQ;Ei = EOE2 M
SoSa; B = EoEy 0 SoS1. Tim toa do ciia cic diem Ey, Ey, By, E), B, Eb.
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Bai tap 1.18. Trong khong gian za dnh P zét muc tiéu va dinh {S;; E}. Goi Ey la giao diem
ctia duong thang SyE va sieu phang di qua cdc dinh cia muc tiéu, tru dinh Sy,. Hay tim toa do

cia diem Ej.
Bai tap 1.19. Viét cong thic doi toa do trong P? trong cdc truong hop sau day:
a. Tu muc tieu {So, S1,S2; E} sang muc tiéu {Sa, Sy, S1; F'}

b. Ti muc tieu {So, S, So; E} sang muc tiéu {So, Sy, So; E'} biét toa do diem E' déi vdi muc
tiéu thit nhat la E' = (ag : ay : as).

c. Tu muc tiéu {So, S1,S2; E} sang muc tieu {E, Sy, S1, S2}.

Bai tap 1.20. Trong P? cho muc tiéu za danh {So, S1,S2, S3; E} cho cdc diém:

Sy =(1:=1:0:0);
Si=0:1:1:1);
S, =(0:0:1:-1);
S5=(1:0:0:-1).

Chitng minh rang, {Sh, Sy, S5, S%; E} la mot muc tieu va dnh. Tim ma tran chuyén ti muc
tiéu thit nhat sang muc tiéu thit hai.

Céc bai tap sau day déu xét trong khong gian xa anh v6i muc tieu cho trude.
Bai tap 1.21. Trong P2, ching minh ring:

a. Ba diém thing hang khi va chi khi ma tran gom ba cot toa do cia ching cé dinh thitc bing

0.

b. Ba duong thang dong quy khi va chi khi ma tran gom ba cot toa do cia ching cé dinh thic
bang 0.

c. Néu cho hat diem:

A= (ap:ay:ay) va B = (by: by : by) thi duong thang (A, B) c6 toa do (ug : u1 : us),
trong do:

ap az az aop ap aj
ug = Uy = Ug =

bi by by bo by by

d. Néu cho hai duong thang:

p=(po:p1:p2) vaq=(qo:q:q) thi giao diém cia ching cé toa do la:

b1 P2 |P2 Po| |Po P1
q1 492 q2 dqo 9 Q1
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Bai tap 1.22. Trong P" cho n diém doc lap A; = (aio : @it : ...Gin), 1 = 1,2,...,n. Chitng minh

rang, phuong trinh tong qudt cia siéu phang di qua A; ¢ thé viét dudi dang:

o I xTo e ey
aio i1 a2 ... Qin
asy @21 G2 ... ag,| =0.
Ano GAnp1 Ap2 ... Aapp

Bai tap 1.23. Ching minh dinh lj Papugt (Pappus) trong P2 : Cho 6 diém phan biét va khong
thang hang Ao, By, Co, A1, B1, Cy, trong dé, Ag, By, Cy thdng hang va Ay, By, Cy thdng hang. Goi

A2 = BOC’1 M Blco;
By = AgC1 n A1 Cy;
CQ = AOBI M AIBO-

Chitng minh ring, ba diém Ay, By, Cy thing hang.
Bai tap 1.24. Trong P? cho muc tieu {So, S1, S2; E}. Goi:

EO = S()E M 5152,
E1 = SlE M S(]SQ,
E2 = SQE M S(]Sl.

Chitng minh rang, cdc giao diém E;E; n S;S; vdi i # j, nam trén mot dudng thing.

Bai tap 1.25. Trong P? cho phuong trinh tong qudt cia hai duong thing. Tim diéu kien (vé cdc
hé s6 ciia cic phuong trinh) dé hai duong thang dé khong cit nhau. Ching té rang, dé ciing la

dieu kién dé hai duong thang dy khong ndm trén mot mdt phdng.

Bai tap 1.26. Trong P cho phuong trinh tong qudt cia hai duong thang d va d' khong cé diém
chung, va cho toa do cia diém M khong nam tréen d va d'. Hay viét phuong trinh duong thing di
qua M cdt cd d va d'.

Bai tap 1.27. Ching minh ring, v siéu phang doc lap khi va chi khi ching khong cung di qua
mot (n —r + 1) - phdng.

Bai tap 1.28. Trong P3 cho 4 diém:
A=(1:-1:1:-1), B=(0:1:-1:0),

C=(1:0:0:-1), D=(p:—p+q:p—q:—p).

Chatng minh ring 4 diem dé thang hang va tim ti so kép [A, B, C, D). Vdi gid tri nao ciia p
va g thi A, B,C, D la hang diém diéu hoa?
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Bai tap 1.29. Trong P2 cho 3 diém A, B, C khong thing hang, 3 diem P, Q, R lan ligt thudc cdc
duong thang BC,CA va AB va khong trang vdi cic diem A, B, C.

a. E la diém khong thudc cic duong thaing BC,CA, AB.

Goi A = AE n BC,B' = BE n CA,C" = CE n AB. Ching minh ring, tich so:
[B,C, A", P|.[C, A, B',Q].[A, B,C'",R] bang 1 la diéu kién can va di dé cic duong thing
AP,BQ,CR dong quy, va tich s6 dé bang —1 la diéu kién can va di dé 3 diem P,Q, R
thang hang.

b. Mot duong thang d khong di qua A, B,C va cit cic duong thaing BC,CA va AB lan ligt
tai A7, B”,C”. Ching minh rang tich so6 [B,C, A", P].[C, A, B”,Q].[A, B,C”, R] bing 1
la dieu kién can va di dé P,Q, R thang hang, bang —1 la dieu kién can va di dé 3 duong
thang AP, BQ,CR dong quy (Dinh lj Xéva (Ceva) va dinh lij Ménélaugjt (Menelaus)).

Bai tap 1.30. Trong mdat phang za dnh cho 3 diém thang hang va phan biet A, B,C. Chi ding
thudc (dé vé cic duong thdang) hay dung diém D sao cho [A, B,C, D] = —1.

Bai tap 1.31. Cho 4 diém phan biet thing hang A, B,C, D sao cho [A, B,C,D] > 0. Chiing
minh ring cé cdp diem P,Q duy nhit sao cho [A,B,P,Q] = [C,D,P,Q] = —1.

Bai tap 1.32. Trong P? cho bon duong thang cé phuong trinh lan luot la:
To— 21+ 222 =0; 31+ 22 =0;

To + 221 + 322 = 0; 3x9 + 729 = 0.

Chitng t6 ring, ching cung thudc mot chium duong thang zdc dinh toa do tam cia chum va

tinh ti s6 kép ctia bon duong thing theo thit tu da cho.

Bai tap 1.33. Trong P? cho hai duong thang phan biét d va d' cdt nhau tai A, trén d lay 3 diém
phan biet B, C, D va khdc vdi A; tren d' ldy 3 diem phan biét B',C', D' va khdc vdi A. Ching
minh ring 8 duong thang BB',CC', DD’ dong quy khi va chi khi:

[A,B,C,D] =[A,B',C',D'].
Can them diéu kién gi dé ngoai ra con c¢6: DC', BB',CD' dong quy?

Bai tap 1.34. Trong P? cho hai diém phan biét O va O’ nam trén duong thang a, cho 3 dudong
thang phan biét b, c,d cung di qua O va khdc vdi a, cho 3 duong thang phan biét V', ¢, d' cung di
qua O' va khdc vdi a. Ching minh ring 3 giao diem cia b va V', cia c va ¢, cia d va d' cing

nam trén mot duong thang khi va chi khi:
[a,b,c,d] = [a,V,c,d].
Can c6 them dieu kién gi dé ngodi ra con cd: 8 giao diem bnb,dnc,cnd ciing thing hang?
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Bai tap 1.35. Trong P? cho 2 duong thang phan biét a,b va mot diem M khong ndam trén ching.
Qua M vé duong thang thay doi cit a va b lan lugt tai A va B. Tim qug tich nhing diém N sao
cho [A, B, M, N| = k khong doi.

Bai tap 1.36. Trong P? cho 2 duong thing phan biét a,b va diem M khong nam trén ching. Ve
qua M 2 duong thdng thay doi, cit a ¢ A va A’, va cit b ¢ B va B'. Tim qug tich giao diém ciia
AB' va A'B.

Bai tap 1.37. Ching minh lai dinh lyj Papugjt bang cdch dung ti s6 kép.

Bai tap 1.38. Phdt bieu dinh Iy d6i ngdu cia dinh ly Papuyt va dinh ly Podac trong P2
Bai tap 1.39. Phdt biéu dinh ly doi ngdu cia dinh ly Xéva va Ménélaugt trong P2.

Bai tap 1.40. Phdat biéu dinh ly déi ngdu cia dinh ly Poddc trong P3.

Bai tap 1.41. "Trong P? cho 4 duong thing a,b,c,d cung di qua dieém O. Mot duong thang m
khong di qua O cit a,b,c,d lan lugt tai A, B,C, D thi ti s6 kép [A, B, C, D] khong phu thudc vao

m". Hay phdt biéu menh dé déi ngdu.

Bai tap 1.42. Ching minh cdc dinh lyj sau day trong mat phing afin bing phuong phdp za dnh:

a. Hai duong chéo cia hinh binh hanh cdt nhau tai trung diém moi duong.

b. Trong mot hinh thang, trung diém cia hai canh ddy chia diéu hoa cdp giao diém hai duong

chéo va giao diem hai canh beén.
c. Duong trung binh trong hinh thang thi song song vdi hai canh day.

Bai tap 1.43. Tu cdc dinh lj Doddc, Meénélauyt, Xéva trong mat phing za dnh, hay suy ra nhing
dinh ly cia hinh hoc afin.

Bai tap 1.44. Gidi cdc bai todn dung hinh sau ddy trong mat phdang afin bing cdch chi ding
thude (dé vé duong thing):

a. Dung trung diém cia doan thing AB cho trudc khi da cho trudc mot duong thang d song
song vdi duong thaing AB.

b. Cho C la trung diém ciia doan thing AB va mot diem D khong thdang hang véi A, B. Dung
qua D mot duong thing song song vdi AB.
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Chuong 2

ANH XA XA ANH VA BIEN DOI XA ANH

- Muc tiéu ctia chuong nay gitip ngudi hoc ndm duge 4nh xa xa anh va cic tinh chat clia no;
biét xéc dinh 4nh xa xa 4nh vi tim dudc méi lién hé giita bién ddi xa anh vi bién doi afin; nim

duge cac dinh 1y co ban vé cac phép bién doéi xa anh.

- Biét van dung Iy thuyét vao giai cac bai tap.

2.1 Anh xa xa anh

2.1.1 Dinh nghia

Cho céc K - khong gian xa anh (P, p, V) va (P, p’, V). Mot anh xa f : P — P/, duge goi la
dnh za wa dnh néu c6 anh xa tuyén tinh ¢ : V. — V', sao cho néu @ € V la dai dién ctia diém
X € P thi vector p(2) € V' 1a dai dién cho diém f(X) € P’ (néi cach khac, néu p((2)) = X thi
P(e(T)) = f(X)).

Khi d6 ta néi rang anh xa tuyén tinh ¢ 1a dai dién cha anh xa xa anh f.

2.1.2 Tinh chat ctia anh xa xa anh
Cho anh xa xa anh f : P — P/, ¢6 dai dién 14 4nh xa tuyén tinh ¢ : V — V’. Khi d6:

a. Anh xa tuyén tinh ¢ 1a don cAu. That vay néu vector @ € V \ {6)} 14 dai dién cho
diém X € P, thi vector ¢(7") dai dién cho diém f(X) nén (7)€ V' \ {6)}

b. Anh xa xa anh f 1a don anh. That vay, gia sit A va B la hai diém ctia Pma f(A) = f(B).
Khi d6, néu goi @ va B 1a cac vector dai dién ciia A va B thi p(a@) va <p(_b)
dién cho mot diém f(A) = f(B) nén p(@) = k:gp(?) = go(k:?),k # 0. Vi ¢ don cau nén

suyra @ = kb, tic la A va B trung nhau.

) cung dai
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c. Anh xa xa anh bao ton tinh doc lap va tinh phu thudc ctia mot hé diém (do don
cau tuyén tinh béo ton sy doc 1ap tuyén tinh va st phu thudc tuyén tinh ctia hé vector). Tir
d6 suy ra: Anh xa xa aAnh bao tdn cac khai niém: m - phing, sb chiéu ctia phing,
giao va tong clia cac phing, ti sé kép ciia hang bén diém va ctia chiim bén siéu

phang.
d. Mdi don cau tuyén tinh ¢ : V — V' 1a dai dién cho mot anh xa xa anh duy nhét

f: P — P'. Hai don ciu tuyén tinh ¢ : V — V' va ¢’ : V — V' cling dai dién cho mot anh
xa xa anh f : P — P khi va chi khi ¢6 s6 k € K\ {0} sao cho ¢ = k¢'.

That vay, néu da cho don cau tuyén tinh ¢ : V — V’ thi 4nh xa xa anh f : P — P’ dugc
hoan toan xac dinh bdi: Néu M € P ¢6 dai dién 1a vector 7 € V thi f(M) c6 dai dién 1a
o(T). Néu ¢’ : V — V ciing 13 dai dién cho 4nh xa xa anh f thi v6i moi vector @ € V,
cac vector () va ¢ () ciing 1a dai dien cho mot diem P nén o(7) = k,¢' (7). Do ¢ va

¢’ déu la don cau tuyén tinh nén ta suy ra k, khong phu thuoc vao 2.

2.1.3 Dinh ly vé su xac dinh phép anh xa xa anh

Dinh 1y 2.1.1. Cho hai K - khong gian za dnh P va P' ¢6 s6 chiéu lan lugt la n va m (n <
m). Trong P cho muc tiéu za dnh {So, Si,...,Sn; E} va trong P' cho n + 2 diém phu thujc
S4, 81, ..., SLy B sao cho bat ki m + 1 diém trong sé6 dé deu doc lap. Khi do, c6 mot va chi

mot anh za za anh f : P — P’ sao cho f(S;) =S., i=0,1,2,..,n va f(E) = E'

Chitng minh. Goi VP! va V™ +1 I3 cac khong gian vector lan lugt lien két véi P va P/, Trong
VL &y co 86 {€0, €1, ..., €5} lien két véi muc tieu {S;; F}. Trong V™ *! 1ay n + 1 vector €,

doc 1ap tuyén tinh sao cho €7 1a dai dién cho S! va o €% 1a dai dién cho E'.

Khi d6 ¢6 duy nhat mot don cau tuyén tinh:
@V Y™ 50 cho (€)= €%, i =0,1,...,7n.

R6 rang 1a ¢ dai dién cho f: P — P’ va f 13 anh xa xa anh duy nhat thod man yéu cau cia
dinh 1y. 0

2.1.4 Dang ciu xa anh. Hinh hoc xa anh
Dé thay rang 4nh xa xa anh f : P — P’ 14 mot song anh khi va chi khi P va P’ ¢6 cling s6
chiéu. Khi dé, f goi 1a mot dang cau za dnh, v hai khong gian P va P’ goi 1a dang cdu.
R6 rang 13 anh xa tuyén tinh dai dién cho ding cau xa anh 13 phép dang ciu tuyén tinh.
Mot ding cAu xa anh f : P — P ctia khong gian xa 4nh P lén chinh né duge goi 1 phép bién

doi za dnh ctia P. D& thay rang, tap hop cac bién déi xa anh ciia P lam thanh mot nhom, né duge
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goi 14 nhém za dnh ctia khong gian xa anh P. Nhém xa anh ctia P dang cAu v6i nhém thuong
GL(V) / {k Id,| k # 0}, trong d6 V 1a khong gian vector lién két véi P.

Tit dinh 1§ vé sy x4c dinh phép anh xa xa anh ta suy ra: Néu trong khong gian xa anh
P? cho hai muc tiéu xa anh {S;; E} va {S|; E'}, thi c6 phép bién ddi xa anh duy nhét f
ciia P?, bién cac diém S; thanh cac diém S! (i = 0,1,...,n) va bién E thanh E'.

Madi tap con H ctia P™ goi 1a mot hinh. Hinh H goi 1a tuong duong za dnh v6i hinh H' néu c¢6
mot phép bién ddi xa anh f bién H thanh H’. Quan hé tuong duong xa anh ctia cac hinh 14 mot
quan hé tuong duong.

Mot tinh chat ctia hinh H goi 1a tinh chdt za danh (hay bat bién za dnh) néu moi hinh H’
tuong duong véi H déu c6 tinh chat d6. Nhu vay, hai hinh tuong duong xa anh déu c6 cac tinh

chéat xa dnh gidng nhau.

Tap hop cac tinh chat xa anh ctia cdc hinh trong P™ goi 1a Hinh hoc wa dnh trén P™.

2.1.5 Biéu thic toa do cia phép bién déi xa anh

Cho f : P" — P 1a phép bién ddi xa anh ciia K - khong gian xa anh P", lien két v6i khong
gian vector V**1. Ta hay chon muc tiéu xa anh nao d6 {S;; E}. V6i mdi diém X bat ki, goi
(o : 21t ...t xy) 14 toa dO clia né va (xf : o} ...t 2),) 1a toa do cia X' = f(X). Ta hay tim sy
lien he gitta z; va ).

Goi {€0, €1, ..., €n} & co s6 trong V™1 dai dién cho muc tiéu {S;; B}, va ¢ : Vil — yntl
14 bién déi tuyén tinh ctia V**!, dai dién cho bién ddi xa anh f. Gia st d6i véi co s6 do, ¢ cb

biéu thic toa do:

"L‘; = Z aijxj7 ’L = 0, ].,27 ...,n. (21)
=0

trong d6, ma tran A = (a;;) ¢6 hang béng n + 1, tiic la det A # 0. Ma tran A chinh 14 ma

tran chuyén tit co s6 (e;) sang co sd anh ctia n6 qua phép .

Dé ¥ dén moi quan hé giita toa do xa anh ctia mot diém véi toa do ctia vector dai dién né, ta

suy ra biéu thic lien hée gitta toa do cia X va X' la:

n
kx; = Z aljx]7 Z. = 07 1,2, .-.,n; k 75 0.
j=0

trong d6, ma tran A = (a;;) 4,7 = 0,1,2,...,n ¢6 hang bang n + 1 (ttc la ¢6 dinh thic khac

0), n6 goi 1a ma tran cia phép bién doi za dnh f d6i véi muc tieu {S;; E}.

Céc cot ciia A 1 cac cot toa do ciia cic diem f(S;), nhung phai chon sao cho:
n n n
(Z apj * Z Qg5 & ...t Z anj)
j=0 Jj=0 j=0
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1a toa do ctia diém f(F).
Biéu thiic (2.1) c¢6 thé viét dudi dang ma tran: k.2’ = A.z, trong d6 = vh 2’ 13 ma tran cot

toa do cua diém X’ va diém X.

Vi du 2.1.2. Déi vdi mot muc tieu {So, Si,S2; E} cia mat phing za dnh P2, cho cic diém

E;=0:1:1),E5=(1:0:1),FE3=(1:1:0).

a. Chiing to rdng, cé phép bién doi za dnh f : P2 — P? lan lugt bién cic diém Sy, S1, 52, S, E
thanh cic diém Eqo, Ey, Eo, E3, Sp.

b. Tim ma tran cia f doi véi muc tieu da chon.
Loi giai:

a. Chi can chitng t6 ring ba diém ndo dé trong bén diém Ei, Ey, E3, Sy déu doc lap. D6 1a

cac dinh thitc duéi day déu khéc 0:

01 1 01 1 01 1 1 0 1
1 0 1, (1 0 1}, (1 1 0}, (1 1 0.
110 1 00 1 00 1 00
b. Ma tran A cua f c¢6 dang:
0 b c
a 0 c
a b 0

Cac s a,b, c phai khac 0 va phai chon sao cho (a +b:a+ c:a +b) la toa do ctia Sy, tic
la phaéi t11é véi (1;0;0). Vay phéi ¢c6 b = ¢ = —a.

Ta c6 thé chon: a = —1,b = ¢ = 1. Nhu vay biéu thic toa do cia f

kxfy = x1 + 2,
kxy = —xq+ o, k # 0.
kxty, = —xo+ 1.

2.1.6 Lién hé giita bién doi xa anh va bién doi afin
Trong khong gian xa anh P" cho muc tiéu {S;; E}, goi W 1& siéu phing c6 phuong trinh
xo = 0. Xét phép bién ddi xa anh f : P" — P" sao cho f(W) = W.

Gia st déi v6i muc tieu trén, f cé biéu thiic toa do:

kx; = 2 a/ljx]7 7; = 07 1,2, ...7n; k 75 0,
=0
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Vi f(W) = W nén néu zo = 0 thi z{, = 0, tidc 1a: ap1z1 + agawa + ... + agn®y, = 0 v6i moi gid

tri caa x1,xa2, ..., Tn.
Suy ra: apy = ap2 = ... = Qop, = 0.

Vay biéu thitc toa do ctia f bay gic la:

!
kzy, = agoxo, _
1=1,2,...,n.

kxy = Xl aijTi,

Ta cht § rang: k # 0, ago # 0 va ma tran A'(a;;) i,j = 1,2,...,n ¢6 hang bang n.

Ta goi nhu thuong le, A” = P\ W la khong gian afin. Vi f(W) = W nén f(A™) = A™. Vay
ta c6 anh xa han ché: f' = f|an : A" — A" Khi d6 bang céch chuyén tit toa do xa anh ctia mot
diém trong A” thanh toa do afin ctia né (ddi véi muc tiéu afin sinh béi muc tiéu xa anh) ta tim

thay biéu thic toa do cia f':

n
1 ' ) ! .
X, = Z a;; Xj+a;p, 1 =1,2,...,n.
Jj=1

p Qi PR
trong d6 aj; = a—j, véii, j=1,2,..,n.
00

Ta da biét, ma tran A" = (as), 4,J = 1,2, ...,n, ¢6 hang n. Do d6 ma tran A” = (a};), i,j =
1,2, ...,n ciing c6 hang bing n. Tir d6 suy ra f’ 14 phép bién doi afin ctia A", ta goi né 1a phép
bién doi afin sinh bdi phép bién doi za dnh f.

Nhu vay, ta di ching minh ring, mdi phép bién doi xa anh f : P* — P" sinh ra mot phép
bién d6i afin f’: A™ — A" néu f(W) = W.

Ngudc lai: moi phép bién doi afin déu dudc sinh ra bdi mot phép bién doi xa anh
duy nhat f ma f(W) = W (ta néi ring f bién ddi vo tan thanh diém vo tan).

That vay, gia stt f' : A™ — A™ 14 phép bién ddi afin c6 biéu thitc toa do d6i véi mot muc tieu
afin 1a: N

X! = Z ai; X +ajy, i =1,2,..,n.
j=1
Khi dé6, trong khong gian xa anh P”, v6i muc tiéu xa anh sinh ra bdéi muc tiéu afin néi trén,

ta xét phép bién ddi xa anh cé biéu thic toa do:

kxf = xo, .
t=1,2,...,n.

/ n
kaf = 3l i,

thi d& thiy ring phép bién ddi afin f’ duge sinh ra béi phép bién ddi xa dnh f.
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2.2 Cac phép thau xa trong P®

2.2.1 Dinh nghia

Trong P" cho 7 - phang U v& (n —r — 1) - phiang V khong c6 diém chung. Khi dé, cip (U, V)

s6 goi la mot 7 - cap. C6 nhién, theo dinh nghia d6 (V,U) 1a mot (n —r — 1) - cép.

Bay gio cho 7 - cap (U, V) va cho phép bién doi xa anh f : P* — P" sao cho moi diém nim

tréen U hodc V déu bat dong. Khi dé f dugc goi 1a phép thau za r - cdp vdi co sd lar - cip (U, V).

2.2.2 Biéu thic toa do ctia phép thiu xa

Gia st f 1a phép thau xa 7 - cap v6i co 86 1a r - cap (U, V). Vi dimU = 7 nén cé thé chon
tren U (r+41) diém doc 1ap So, Sy, ..., Sp. VidimV = n—r —1nén c6 thé chon trén V (n—7r—1)
diém doc 1ap S,41,Sr42, ..., Sp. Chon théem mot diém F khong nim trén U hodc V thi ta duge

mot muc tieu xa anh {S;; £'} trong P".

Déi v6i muyc tieu d6, r - phang U ¢6 phuong trinh: 2,1 = T, 40 = ... = 2,, = 0, con (n—r—1)

- phang V ¢6 phuong trinh: 2o = 21 = ... = 2, = 0.

Vi céc diém ctia U va V déu bat dong nén dé& dang thay rang biéu thic toa do ctia f ddi véi

muc tiéu dé c6 dang:

kx!l = px; véip # 0vai=0,1,..,7

kal, =prjvoiq#0vaj=r+1,7r+2,..,n.

Ma tran cua f la:

(Cor+1sb6pvan—rsdqtren duong chéo chinh ngoai ra la s6 0).

Néu p = ¢ thi f 1a phép dong nhét.
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2.2.3 Tinh chat ctia phép thau xa

Duya vao biéu thitc toa do, ta c6 thé ching minh tinh chat sau day ctia phép thau xa khac

dong nhat:

Néu diem M khong bat dong thi duong thang noi M va danh M’ cia né luon luon cit U va V.
Gid st hai giao diém dé la A va B thi ti s6 kép [M, M', A, B] khong phu thuéc vao M.

Ti s6 kép d6 goi 1a ti s6 thau za ctia phép thau xa f.

That vay, gid st M = (g ¢ ... : Ty : Tpy1 ..ot Ty). Néu M khong nam trén U va trén V thi
trong s cac xg, ..., 7, phai c6 it nhat mot sd khac 0, va trong s6 cAc Ty41, ..., T, phai c6 mot sb

khac 0.

Ta c6 M' = (pxg : ... : PTy @ PTpy1 : ... : pTy). Diém A ndm tren MM’ nén A ¢6 toa do:
(A) = k(M) + j(M'). Mt khac, A nam trén U nén toa do ctia n6 phai thod man phuong trinh
cia U. Do d6: kz; +lqx; =0 (i =7+ 1,...,n). Vi ¢6 it nhat mot z; # 0 nén k + lg = 0. Ta lay
l=1vak=—q.

Vay dudng thang MM’ cit U tai A ma:
(A) = —q(M) + (M").
Tuong ti, dudng thang MM’ cit V tai diém B ma:
(B) = —p(M) + (M').

Tu doé, suy ra:

[M,M',A,B] = —p: —q = p: q va do d6 khong phu thuoc M.

2.2.4 Phép thiu xa don

Dinh nghia 2.2.1. Phép bién doi za dnh f : P™ — P™ goi la phép thau za don néu cé mot siéu

phang V.- ma moi diem cia né deu la diem bat dong.

Siéu phang V d6 goi 1a siéu phang co sé ciia thau xa don f.

Hién nhién 13 phép dong nhat 13 mot trudng hop dic biét ctia phép thau xa don, siéu phing

bat ki nao déu cé thé xem la siéu phing co s6.

Dinh 1y 2.2.1. Néu f la thau za don khdc phép dong nhat thi ¢6 duy nhat mot diém bat dong O
sao cho moi duong thang di qua O déu bat dong.

Diém O nhu thé goi 14 tam ctia phép thau xa don f.
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Chitng minh. Gia st f 13 phép thau xa don, khac phép dong nhat va sieu phing co sé V. Ta chon
muc tiéu xa anh {S;; £} sao cho cac dinh S7, Sa, ..., S, nam trén V. Vi cdc dinh d6 déu bat dong,

ngoai ra, diem Ey = (0:1:1:...: 1) ciing bat dong, nén d& dang suy ra biéu thiic toa do cla f

kxf, = aox.

kxl = a;xo + ax; véii =1,2,...,n; véia # 0.

Ma tran cua f la:

ap 0 0 .. O

ai a O 0

as a 01
.0

a, 0 0 0 a

Cha ¥ rang: Cac s6 ag — a, ay, ..., a, khong dong thoi bang 0, vi néu khong nhu thé thi f 1a
phép dong nhat. Béi vay, c6 diem O véi toa do (ag —a : ay : ... : ay,). D& thay, O 1a diém bat
dong.

Bay gio, ldy mot duong thang d bat ki di qua O, ta phai chitng minh ring d bat dong. Ta lay
tren d mot diém tuy ¥:

X =(xg:21:...Tp),

thi

f(X) = X" = (apwo : a1z + ax1 : ... : apx + axy,).
Do dé: (X') = a(X) 4+ z¢(0), titc X' ciing nam trén d. O

Chi §. - Néu tam thau xa O khong nam trén co sé thau xa W thi phép thau xa don f chinh 1a
phép thau xa 0 - cip v6i 0 - cap co sd 1a (O, V).

- Néu O nam trén V thi f khong phai 1a thau xa cap, ta goi né 1a phép thau xa don dic biét.
2.2.5 Cac phép thau xa trong P? va P3
Trong P2, ta c6 cac phép thau xa khic phép dong nhat sau day:

+ Phép 0 - thau xa c6 cd s61a 0 - cap (O, V), trong d6, O 1a mot diém, con V 13 dudng thing
khong di qua O.

V6i mbi diem M khong trimg O va khong nam trén V, dudng thing OM cit V tai B va
néu M’ = f(M) thi M, M’ O, B thang hang va [M, M', O, B] = k (ti s6 thau xa).
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/B Vv
MI

+ Phép thau xa don dic biét, c6 tam O va ¢ co s6 13 dudng thang V di qua O. Néu ta biét
mot cap diém tuong tng M va M’ = f(M), thi &nh N’ = f(N) dugc x4c dinh béi cac didu
kién:

i) O, N, N’ thang hang.

ii) Dudng thang M N cit dudng thang M’'N’ tai mot diém nam tren V.

M

Trong P3, ta c6 céc phép thau xa khic phép dong nhat sau day:

- Thau xa 0 - cap véi 0 - cap co s6 1a (O, V) trong d6 O 1a mot diém, con V' 1a mot mat

phéng khong di qua O.
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V6i mbi diem M khong trimg O vi khong ndm trén V, dudng thing OM cat V tai B va
néu M’ = f(M) thi M, M’ O, B thang hang va [M, M’, O, B] = k (ti s6 thau xa).

M

M’ N

VAR

+ Phép thau xa don dic biét, ¢6 tam O vi ¢6 cd s¢ 1a mat phang V di qua O.

+ Thau xa 1 - cap véi 1 - cap co sd 1a (d, d'), trong d6, d va d’ 14 hai dudng thang khong cit

nhau. N6 con duge goi 1 phép thau za song truc véi truc la d va d'.

Anh M’ ctia diém M khong thuoc d va d’ duge xac dinh béi cac diéu kién:

i) Duong thing MM’ cit d va d’ (tai A va B chang han).

ii) [M, M’ A, B] =k (ti s6 thau xa).

2.3 Cac dinh 1y co ban ctia phép bién déi xa anh

2.3.1 Dinhly 1

Dinh 1y 2.3.1. Néu f : P* — P" la mot song dnh bio ton su thang hang cia ba diém bat ki thi
f bién m - phang thanh m - phang.
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Chitng minh. Gia st cho m - phang U di qua m + 1 diém doc lap Ag, Aq, ..., Ap. Goi AL =
f(AY), i =0,1,2,...,m. Goi U’ la c4i phang bé nhit di qua cdc diém A’. Trudc hét ta ching
minh ring: Néu diem M thuoc U thi M' = f(M) thuéc U’, bang céch quy nap theo m.

R6 rang diéu dé dang khi m = 0 va m = 1. Gid st n6 ding véi m = 1. Néu M thudc U va
M khong trung véi Ag thi AgM (A1, As, ..., Ay = I, khi d6, néu I’ = f(I), thi:

- Theo gia thiét ctia f, ba diém Afj, M’, I’ thang hang, tiic M’ thuoc ApI’.

- Theo gia thiét quy nap thi I’ thuoc céi phang bé nhat di qua A%, A, ..., A} . Tit d6 suy ra
M’ thuoc U’.

Bay gio ta chitng minh hé diém Ay, A, ..., A, néi trén ciing doc lap.

That vay, ta hay lay thém cac diem A1, Apmto,..., A, dé duge he n + 1 diém doc lap
Ag, Ay, .y Ay Ta goi AL = f(A;). Néu he diém A, 4], ..., A’ khong doc 1ap thi hg n + 1 diém
Afy, Al ..., AL ciing khong doc lap, nén theo diéu vita chiing minh trén f(P™) # P", trai véi gia
thiét f 14 toan anh. Nhu vay U’ ciing 1a m - phang va f(U) < U’. Néu lay M’ thugc U’ thi do f
toan anh nén c6 M dé f(M) = M’. Diém M thudc U vi néu khong ta c6 hé diém m + 2 diém
Ag, A1, ..., An, M doc 1ap nhung anh cua ching khong doc lap.

Tém lai, f bién m - phang U thanh m - phing U. O

2.3.2 Dinh ly 2

Dinh 1y 2.3.2. Néu f : P* — P" la mot song dnh bio ton su thang hang ctia ba diém va bdo ton

ti s6 kép ciia bon diém thang hang thi f la phép bién doi za dnh.

Chitng minh. Lay muc tiéu xa anh {S;; F} trong P" va goi S; = f(S;), E' = f(F) thi theo dinh
Iy (2.3.1), {S!; E'} ciing la muc tieu xa anh. Goi g 1a phép bién ddi xa anh ctia P, bién muc tiéu
{S;; E} thanh muc tieu {S!; E'}, va h = gy ' f. Khi d6, h 1a song anh ctia P béo ton tinh thing
hang ciia ba diém, béo ton ti s6 kép ctia bén diém thing hang, va gitt bat dong cac diém ctia muc
tieu {S;; E}. Ta chi con phéi ching minh A la phép dong nhéat.

Sau day ta ching minh diéu d6 bang quy nap theo n.

Néu n = 1, thi néu M’ = h(M), ta c6: [So, S1, E, M] = [So, S1, E, M'], cho nén M = M’.

Gid st diéu d6 ding véi n — 1, ta chiing minh né dang véi n.

Goi W; 1a sieu phang di qua moi dinh ctia muc tiéu trit dinh S;, vi E; 14 giao diém ctia W
v6i duong thang S;E thi h(W;) = W; va h(S;E) = S;E, nén h(E;) = E;. Tit dé, theo gia thiét
quy nap ta co: hlw, = Idyw,. Bay gio gia st M 1a mot diém bat ki khong ndm trén cac W;. Dudng
thang SoM cat Wy tai diém bat dong ddi véi h nén d6 1a duong thang bat dong. Twong ty, dudng
thang S1 M ciing bat dong. Vay, M bat dong, hay h 14 phép dong nhét. O
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2.3.3 Dinh 1y 3

Dinh 1y 2.3.3. Cho P" la khong gian wa dnh trén truong so thuc vdin > 1. Néu f : P* — P" la

song dnh bdo ton su thang hang cia ba diém bat ki thi né la phép bién doi za dnh.

Chitng minh. Lay siéu phang W nao d6 ctia P™ va goi W’ = f(W). Theo dinh 1y (2.3.1), W’ ciing
siéu phiang. Goi g : P — P" 1a 4anh xa xa anh sao cho g(W’) = W. Khi d6 h = gof 1a song anh
bao ton su thang hang clia ba diém bat ki va h(W) = W.

Xét khong gian afin A” = P" \ W va song anh A’ : A" — A™ 1a han ché ctia h trén A",

Xét song anh A’ bao ton sy thing hang ctia ba diém tuy ¥, nén theo dinh 1y co ban ctia bién
ddi afin, ta suy ra k' 14 phép bién ddi afin (xem gido trinh "Hinh hoc afin va hinh hoc Oclit").

Nhung phép bién doi afin A’ duge sinh ra bdi mot phép bién déi xa anh duy nhit, va ta dé
thiy ring phép bién ddi xa anh d6 tring véi phép h. Tt d6 suy ra f = g, 'h ciing 1a phép bién

doi xa anh. 0

BAI TAP CHUONG 2

Bai tap 2.1. Cho khong gian za dnh (P™,p, V1), Cdc phép vi tu cia V' dai dién cho nhiing

phép bién doi za dnh nao cia P"?

Bai tap 2.2. Néu bién doi za dnh f: P" — P™ gig bat dong r + 1 diém doc lap nam trén mot r

- phang thi né cé giw bat dong moi diém cia r - phdang dé khong?

Bai tap 2.3. Trong P cho r - phing U, tréen U ldy r + 2 diém trong dé bat ki n + 1 diém nao
deu doc lap. Ching té rang, néu r +2 diém dé deu bat dong qua phép bién doi za dnh cia P, thi

moi diem cia U déu bat dong.

Bai tap 2.4. Trong P™ cho phép bién doi za dnh c¢6 biéu thic toa do: k.x' = A.x. Tim toa do

cua:
a. Anh cia siéu phang U = (ug : up © ...t uy).
2 4 - 3 ! N N vl
b. Tao anh cia diem X' = (x{: ) @ ... 2)).
c. Tao dnh cia siéu phang U’ = (ufy : uf : ... 1 ul).

Bai tap 2.5. Trong P™ cho phép bién doi za dnh f cé biéu thic toq do: k.o’ = A.x.
Goi x(\) = det(A — \I,,) la da thiic dic trung cia ma tran A (I, la ma tran don vi cap n).

Chatng minh rang:

a. Toa do (xo: 1 : ... xy,) cia diem bat dong la nghiém cia hé phuong trinh: (A—\,)x = 0,

trong do X\ la nghiém cua da thic dac trung.
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b. Tog do (uo : uy : ... : uy) clia siéu phang bat dong la nghiém cia heé: (A’ — X ,)u = 0, trong

do X\ la nghiém ciua da thic dac trung.

c. Néu X la nghiém don cia da thic ddac trung thi diém bat dong va siéu phdng bat dong ing

vdi nghiém do khong thuoc nhau.

Bai tap 2.6. Trong P2 cho muc tiéu za dnh {So, S1, S2; E}. Tim biéu thiic toa do ciia phép bién

doi za dnh thod man mot trong nhing diéu kién sau day:

a. Cac diém S; déu la diem bat dong (tic la bién thanh chinh né).
b. Cdc diém So, S1,So lan lugt bién thanh Sy, Sa, Sy va diem E bat dong.

c. Diém Sy bat dong, duong thang S1So bat dong (duong thang bién thanh chinh né) va diém
Sl bzén thanh SQ.

Bai tap 2.7. Goi {So,S1,59,53; E} la muc tiéu za dnh trong P2. Tim biéu thic tog do ciia tat

cd cdc phép bién doi za dnh f : P2 — P3 thod man mot trong cdc diéu kien sau day:

a. Cdc diém Sy, S1, 82, S5 deu bién thanh chinh né.
b. Hai duong thang SoS; va S2Ss déu bién thanh chinh no.
c. Cdc duong thang SoS1 bién thanh dudong thang S2Ss.

d. Chi ¢6 hai diém bit dong la So, So va chi c6 mot duong thang bat dong la S Ss.

Chi y. Duong thing bat dong la duong thang bién thanh chinh nd, tuy nhién méi diém cia
né cé thé khong bat dong.

e. C6 hai duong thdng bat dong la SoS1 va SoSs, khong cé diém bat dong va mat phing bat
dong.

f. Cac diém Sy, S1 va moi diém trén S»Ss déu bat dong.
g. Cdc diém ciia mat phang {So, Sy, o) déu bat dong va duong thang SoSs bat dong.

Bai tap 2.8. Cdc phép bién doi va dnh dudi day cia P sinh ra phép afin nao, gidi thich y nghia

hinh hoc cta cac phép afin do:

a. kxzfy = xo, kal, = —x;, 1 =1,2,3.

b. kxpy = xo, ki = x1, kah, = —xa, kaly = x3.

c. kx(y = xo, kx| = x1, kaly = xa, kol = —xs.

d. kxy = xo, kx| = x1, kaly = xo, kol = =221 — 209 — 3.
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Bai tap 2.9. Trong P? cho muc tiéu {Sy, S1,So, So; E}. Viét bieu thiic ciia phép thau za 1 - cdp
vdi co sd la cap duong thang SoS1, S2S3 va cé ti so k.

Bai tap 2.10. Trong P2, cho phép bién doi za dnh:

kxy =2xo+ x1 + xo.
kx| = xo+ 221 + x0.
kxé =x9 + T1 + 229.

Chitng té rang dé la mot phép thau za cdap. Xdc dinh co sd va ti so thiu za.
Bai tap 2.11. Trong P? cho mat phing V' c6 phuong trinh:

To+ 1+ 20+ 23=0.

Goi f la phép thau za don cé co sé 'V, c¢6 tam thau za (1:0:0:0). Tim biéu thic toa do cia

f trong cac truong hop sau day:
a. Ti s6 thiu za la k = 3.
b. f bién diem (0:1:1:1) thanh (3:1:1:1). Tim ti s6 thiu za.
c. f c6 tinh chat dbi hop, nghia la f? la phép dong nhat.

Bai tap 2.12. Trong P? cho cic diem A=(1:1:1),B=(0:1:2),C=(1:0:3),D=(1:2:
0),E = (3:0:1). Tim biéu thic toa do cia phép bién doi za anh f : P2 — P2, biét rang f gii
bat dong cic diem A, B,C wva bién diém D thanh diem E. Dé c¢é phdi la phép thau za khong?

Bai tap 2.13. Trong P? cho hai duong thang d va d' lan lugt cé phuong trinh:

To — 1 = 0. 4dxg —3x1 +x3 =0.
2xg +x9 +3x3 =0. To + X2 =0.
Tim biéu thitc toa do ciia phép thau za 1 - cip vdi co sd la cap (d,d") va ti s6 thau za k = —1.

Bai tap 2.14. Trong P™ cho hai hé diem doc lap Ao, A1, ..., A, va Bg, B, ..., B, sao cho A;
khong thudc duong thang B;B; (7 # i tuy i), B; khong thuoc duong thing A;A; (i # j tuy 4).
Chitng minh rang hai diéu kién sau day tuong duong:

a. Cac duong thang A;B; dong quy.

b. Cdc giao diem A;Aj va B;Bj cung ndm trén mot siéu phing.
(Dinh lj Doddc I trong khong gian P™).
Bai tap 2.15. Cho f : P2 — P3 la phép thau za song truc, vdi truc d va d'. Phép f sinh ra phép

afin nao dé cia P2\ W néu W la mat phang di qua d'?
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Chuong 3

SIEU MAT BAC HAI TRONG P»

- Muc tiéu ctia chuong nay 1a cung cap cho ngudi hoc vé situ mat bac hai va phan loai xa 4nh
clia chiing; ndm dugc lien hé gitta siéu mit bac hai xa anh va siéu méit bac hai afin; cing nhu biét

dugc cac dinh 1y noi tiéng: Stayne, Paxcal, Brianshon, Frégie, Dodéc 2,...

- Biét van dung lam bai tap.

3.1 Siéu mat bac hai va phan loai xa anh cua chiing

3.1.1 Dinh nghia va ki hiéu

Phuong trinh bac hai thuan nhét cta n + 1 bién zg, z1, ..., 7, trén truong K 1a phuong trinh

c6 dang:

Z Qi TiT5; = 0 (31)
1,7=0

trong d6, a;; € K, a;; = aj;, va ¢6 it nhat mot a;; khac khong.

Ta ki hieu ma tran A = (a;;) 4,5 = 0,1,2,...,n, thi A 12 ma tran vuong doéi xting, cdp n + 1

c6 hang it nhat bang 1.
Lai ki hiéu z 14 ma tran 1 cot, n + 1 dong:

xo

T

Ty
thi phuong trinh (3.1) ¢6 thé viét dudi dang la:

r'Az =0 (3.2)

trong d6 z! 14 ma tran chuyén vi ctia ma tran z, con 0 ki hiéu cho ma tran mot dong mot cot

gom mot so 0.
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3.1.2 Dinh nghia

Trong khong gian xa anh P", v6i muc tieu {S;; E}, tap hop (S) gdm nhimg diém X c¢6 toa
do (zo: x1 ¢ ... : xp,) thod man phuong trinh (3.1) dugce goi 1a maot siéu mdat bac hai, xac dinh bdi
phuong trinh (3.1).

Phuong trinh (3.1) goi 1a phuong trinh cia siéu mdt bic hai (S) doi v6i muc tiéu da cho.

Ma tran A dugc goi la ma tran ciia siéu mdt bac hai (S) ddi v6i muc tieu da cho.

Néu det A # 0, titc ma tran A khong suy bién, thi siéu mat bac hai (S) goi 14 khong suy bién.
Ngugc lai, néu det A = 0, siéu mit bac hai goi 14 suy bién.

Hai siéu phang bac hai (S) va (S') v6i cdc ma tran A va A’ tuong ting xem 1a trang nhau khi

va chi khi ¢6 s6 k € K \ {0} sao cho A = kA’

Dinh 1y 3.1.1. Khdi niém siéu mdt biac hai la mot khai niém za anh.

That vay, gid st d6i v6i mot muc tiéu da chon, situ mit bac hai (S) c6 phuong trinh (3.2)
va phép bién ddi xa anh f : P — P" ¢6 biéu thic toa do déi véi muc tieu d6 1a ' = Bu,
trong d6 B 1a ma tran vuong cip n + 1, khong suy bién. Tit d6 ta c6 z = B~'z’. Cac diém
X = (20 : 1 ¢ ... : T,) thuoe (S) c6 anh 1a diem X' = (xf : 2} : ... : 2!)), thod man diéu kien:
(B~ '2"Y'A(B~1'2') = 0 hay (2/)!A’2’ = 0, trong d6 A’ = (B~1)!AB~'. Nhu vay f(S) ciing la
mot sieu mat bac hai, ¢6 ma tran A’ ddi v6i muc tieu da chon. Cha § réng, vi det B # 0, nén
hang ctia ma tran A’ bang hang ctia ma tran A. Do d6, khai niém suy bién hay khong suy bién

cua siéu mit bac hai cling 1a khai niém xa anh.

3.1.3 Giao ctia siéu mit bac hai va m - phang

Trong P™ cho siéu mat bac hai (S) va m - phang Q. Ta hay chon muc tiéu xa anh {S;; E} sao
cho m + 1 diém Sy, S1, ..., S, ndm trén Q. Khi d6 phuong trinh ctia Q 1a:

v, =0, v6ik=m+1, m+2,...n (3.3)
Gia st khi d6, phuong trinh cua (5) 1a:

Z QijTiT5 = 0 (34)
1,7=0

Giao ctua @ va (S) la tap hop (S”) tho&d man hé phuong trinh (3.3) va (3.4), hay 1a hé phuong
trinh:
x,=0, k=m-+1 m+2,.., n.

g @iz =0
ij=0 FijTilj =U.
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Néu céc a;j, i,j = 0,1,...,m déu bang 0 thi moi diém thuoc Q déu thuoc (S). Vay: Q < (9),
hay (9') = Q.
Néu céc s6 d6 khong dong thoi bang 0 thi (S’) 1a mot siéu mit bac hai trong khong gian xa

anh m chiéu Q.

3.1.4 Dang chuan tic ctia siéu mit bac hai trong khéng gian xa
anh thuc
Trong khong gian xa anh thyc P*(R) déi véi muc tiéu da chon, cho siéu mit (S) c6 phuong
trinh: x' Az = 0.

Xem xt Az nhu 13 mot dang toan phuong trong khong gian vector R"*1, ta c6 thé tim duge
phép bién déi tuyén tinh 2 = Bz sao cho dang toan phuong iy tré thanh dang chinh tic. Lai xem
phép bién déi tuyén tinh d6 nhu 1a mot phép bién déi muc tieu xa anh ctia P", ta di dén dinh ly

sau:
Dinh 1y 3.1.2. Vdi moi siéu mat bac hai (S) trong khong gian xza anh thue P™(R), luon tim duge
mot muc tiéu za danh sao cho doi vdi né phuong trinh cia (S) ¢6 dang chinh tdc:

2 _ .2 2 2 2 _
—xy— X — . —Tp gt T, T =0

(c6 p dau — va q dau +).
trong do 1 <p+qg<n+lwvaqg=p=0.

Moi siéu mat bac hai ¢ ding mot dang phuong trinh chinh tdc.

Sieu mat bac hai (S) trong truong hop dé goi la sieu mét bac hai ¢6 chi s6 (p, q).

3.1.5 Phan loai siéu mat bac hai trong khéong gian xa anh thuc

Hai siéu mat bac hai (S7) va (Ss) trong P™ goi 1a tuong duong xa dnh néu c¢6 mot phép bién

ddi xa anh bién (S1) va (S3). Khi d6 chiing cé cling nhitng tinh chat xa 4nh.

Dinh 1y 3.1.3. Hai siéu mdat bac hai (S1) va (S2) trong khong gian za dnh thuc la tuong duong
khi va chi khi phuong trinh chinh tdc ciia ching giong nhau (néi cich khdc, chiing cé cung chi sé

(,q))-

Chitng minh. Gia sit d6i v6i muc tieu {S;; E} sieu mat (S7) ¢6 phuong trinh chinh tic gidng nhu
phuong trinh chinh téc ctia siéu mat (S) ddi véi muc tieu {S%; E'}. Goi f 1a phép bién ddi xa anh
bién muc tiéu thit nhat thanh muc tiéu thit hai thi dé dang thay rang f sé bién (S7) thanh (Ss).

Nguge lai, néu (S1) va (Ss) tuong duong xa anh thi c¢6 phép bién d6i xa anh f bién (S)

thanh (S3). Chon muc tieu {S;; E'} sao cho déi véi né (S7) ¢6 phuong trinh dang chinh tac va goi

52



{S!; E'} 1a anh ctia myc tieu d6. Khi d6, hién nhién déi v6i muc tiéu mdi nay, phuong trinh ciia

(S3) 6 dang chinh tic giong nhu dang chinh tic ctia (S7). O

3.1.6 Phan loai xa anh ctia cic dudng bac hai trong P?(R) va

P3(R) va tén goi ctia ching
Trong P? ta c6 5 loai duong bac hai sau day:
1)
xg + a2+ 25 =0.

N6 duge goi 1a dudng ovan do vi nd khong chita diém thie nio. Trong mit phang (phiic)

md rong ciia P?(R) thi phuong trinh trén x4c dinh mot dudng bac hai khong réng:

2)
—m%+x%+x§ = 0.
N6 dugc goi la duong dvan, hay duong conic.
3)
zg + 27 = 0.
N6 duge goi 1a ciap duong thing do lién hgp. N6 chi gom 1 diém thyc duy nhét 13 diém
(1:0:0).
4)
x5+ 23 =0.
Day 1a cap duong thing c6 phuong trinh:
o+ =0 va —xp+x=0.
5)
2 =0

Day 1a cap duong thing triing nhau.

Trong P23 ¢6 8 miit bac hai sau day:

1) 22 + 22 + 23 + 23 = 0, goi la mdt trdi zoan do.
2) —22 + 2% + 23 + 22 =0, goi 1a mat trdi zoan.

3) —22 — 2% + 23+ 22 =0, goi 1a mat ké bac hai.
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4) 2% + 23 + 23 =0, goi 1a mat nén do. N6 chi gom mot diém thyc duy nhat (1:0: 0 : 0).
5) —a2 + 2% + 23 =0, goi 1a mat nén.

6) x% + x% =0, goi la cap mat phcfng do lien hgp. N6 gom mot duong thzzmg thuc véi phuong

trinh la: o = 0; 27 = 0.
7) —x% + x% = 0. Pay 1a cap mat ph(fng ¢6 phuong trinh: zg + 1 = 0 va —x9 + 21 = 0.

8) x2 = 0. Day 1a cap mdt phang trung nhau.

3.1.7 Lién hé gitta siéu mat bac hai xa anh va siéu mat bac afin

Ta xét khong gian xa anh P™ v6i muc tiéu xa anh {Sp, S1, ..., Sn; E} va khong gian afin
A" =P\ W, trong d6 W la siéu phang xa dnh zo = 0.

Gia stt (S) 1a mot siéu mat bac hai trong P™ ¢6 phuong trinh dbi véi muc tieu da chon la:
n
Z aija:l-:cj =0 (35)
i,j=0
Ta goi (S") = (S) \ W thi cac diém ciia (S") ¢6 toa do afin (ddi véi muc tieu afin sinh bdi
muc tiéu xa anh da chon) thod méan phuong trinh:
n n
Z ainin + 2 2 ag;X; +agg =0 (36)
ij=1 i=1
Néu cac ai; (4,7 = 1,2,...,n) khong dong thoi bang 0 (ttc 1a W khong nam trén (S) thi (S7))
12 mot siéu mat bac hai afin trong khong gian A”. Khi d6 ta néi rang siéu mdt bic hai za dnh
(S) sinh ra siéu mat bac hai afin (S).
Ngugc lai, mdi sieu mat bac hai afin (S”) trong A™ déu duge sinh ra béi mot sieu mat bac hai
xa anh duy nhat (S) trong P™.

That vay, néu (S’) ¢6 phuong trinh (3.6) trong mot muc tiéu afin cia A", thi bang cach thay
X; bang z;/xo ta dugc phuong trinh (3.5) xac dinh cho ta mot siéu mat bac hai xa anh (S) d6i

v6l muc tiéu xa anh sinh ra muc tiéu afin da chon.

Ta hay lay mot diém C ndm trén giao S n W, khi d6 C c6 toa do xa anh C' = (O:cyt.icy)
ma
n
Z aijcicj =0.
ij=1

Béi vay diém vo tan C x4c dinh phuong @ = (ci, o, ..., ¢,) chinh 1a phuong tiém can cia
siéu mit afin (S') = (S9) \ W.
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3.1.8 Duong ovan trong moé hinh xa anh ctia miat phang afin
thuc

Goi W 1a mot dudng thing trong mit phang xa anh thyc P2, vi A% = P? \W la mit phéng
afin thyc. Ta hiay xem mot dudng conic cia A% sé duge sinh ra bdi dudng bac hai xa anh nio
trong P2?

Gia st (F) 1a duong elip cta A?. Khi d6, ta ¢6 thé chon mot muc tiéu afin ctia A2 sao cho
phuong trinh cla (E) ¢6 dang: X? 4+ X3 —1 = 0. Dudng elip (E) dugc sinh ra bdi dusng bac hai xa
anh ctia P2, ma phuong trinh ciia né d6i véi muc tieu xa anh tuong tng sé la: —a + 27 + 23 = 0.
Day 1a mot duong ovan khong cit dudng thiang vo tan W.

Gia sit (H) 1a mot hypebol. Khi d6, ta c6 thé chon mot muc tiéu afin ctia A? sao cho phuong

trinh ctia (H) c6 dang X? — X2 — 1 = 0. Dudng hypebol (H) dugc sinh ra bdi dusng bac hai xa

anh ctia P?, ma phuong trinh clia né déi véi muc tiéu xa anh tuong tng la: 23 — 22 + 23 = 0.

Day 14 mot duong ovan cat duong thang vo tan W tai hai diém phan biét (d6 1a diém (0:1: 1)
va (0:1:-1)).

Cubi ciing, ta gid st (P) 1a mot duong parabol ctia A2, Ta chon muc tiéu afin dé né cé
phuong trinh: X? — X, = 0. Khi d6, né dugc sinh ra béi dusng bac hai xa anh ¢6 phuong trinh:

22 — 2979 = 0. Day 1a mot dudng ovan, vi chi can dimg phép ddi muc tiéu xa anh:
! ! ! ! !
To =Ty + Xy, T1 =Ty, T2=2Ty— Ty
ta dua né vé phuong trinh chinh tic:

2 2 2
—x0+x1 +x2=0

Ngoai ra, ta nhan thiy dudng ovan iy cit dudng vo tan W tai mot diém kép (d6 1a diém

(0:0:1), ta con néi rang né tiép véi dudng vo tan W).
Tém lai, ta di dén két qua sau day:

Néu (S) 1a dudng ovan trong mit phang xa anh P? thi trong mat phing afin
A? =P2\ W, tap (S)\ W sé la:

- Dudng elip, néu (S) khong cit W.
- Dusng Hypebol, néu (S) cit W tai hai diém phan biét.

- Dudng parabol, néu (S) tiép v6i W.
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3.2 Diém lién hgp. Phing tiép xtc. Siéu dién 16p hai

3.2.1 Diém lién hop

Trong P" v6i muc tiéu da chon, cho siéu mat bac hai (S) ¢6 phuong trinh ' Az = 0, va hai

ditm Y = (Yo :y1 o i Yn), Z = (20215 o i 20).

Diém'Y goi la lien hgp vdi diem Z déi vdi (S) néu y* Az = 0, trong d6 y va z lan lugt 13 ma

tran cot toa do cua diém Y va Z.

C6 nhién, khi dé ta ciing ¢6 2zt Ay = 0, nén diém Z ciing lien hgp véi diém Y déi véi (S). Béi

vay ta néi: Hai diem Y va Z lien hop vdi nhau déi vdi (S).

R6 rang 1a: Diem Y lién hop vdi chinh né doi vdi (S) khi va chi khi Y nam trén (S).

3.2.2 Dinh ly

Dinh 1y 3.2.1. Gid si hai diém phan biet Y va Z lién hgp vdi nhau doi véi siéu mdat bac hai (S)
trong khong gian za anh P". Khi do:
- Néu duong thang (Y, Z) cit (S) tai hai diem phan biét M, N thi [Y,Z, M, N] = —1.

- Néu Y, Z) cit (S) tai mot diém duy nhat thi diém dé chinh la'Y hodc Z.
Chitng minh. Gia sit (S) ¢6 phuong trinh z' Az = 0.

- Néu duong thang Y Z cit (S) tai hai diém phan biet M, N thi (Y) = k(M) + I;(N) va
(Z) = ko(M) + Io(N). Vi hai diém Y, Z lien hgp v6i nhau déi véi (S), nén (Y)!A(Z) = 0,
hay:

[k1 (M) + 11 (N)]A[k2(M) + 12(N)] = 0. (3.7)

Chi y rang vi M, N € (S) nén: (M)'A(M) = (N)'A(N) = 0, do d6 tir (3.7) ta suy ra:
(kllg + kgll)(M)tA(N) = 0.

Vi M, N 1a hai diém phan bigt ctia (S) nén:

(M) A(N) = 0,

suy ra

kily + kol; = 0.

Vay
[Y,Z,M,N]=[M,N,Y,Z] = —1.
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- Néu Y Z cat (S) tai diém duy nhat X thi:
(X) =k(Y)+1(Z) va (X)'A(X) =0,

do do6:
(V) AR + 2[(V Y A(Z)]HL+ [(2) A = 0.

Cha ¥ réng, (Y)'A(Z) = 0, ta di dén
(V) AWK + [(2)' A2)] =0
Vi phuong trinh nay chi ¢6 mot cip nghiém duy nhat (sai khac mot hang sé6 nhan khéc 0),

nén hodc (V) A(Y) = 0 hosic (2)'A(Z) = 0, tiic 1a hosic X trung véi Y, hosic X trung véi
Z.

3.2.3 Dinh Iy

Dinh 1y 3.2.2. Trong K - khong gian za danh P™ cho siéu mdt bic hai (S) va diem Y. Tap hop
tat cd nhimg diém lien hop vdi Y déi vdi (S) hodc la mot siéu mdat trong P™ hodc la toan bo P™.

Ching minh. Gia st sieu mat (S) c6 phuong trinh:

n
2t Ax = Z ajjr;x; = 0.

i,j=0
va
Y=(yo:y1:e:Yn)
Diém X = (x¢ : @1 : ... : 2,) lién hop v6i Y d6i v6i (S) khi va chi khi:
n n
y' Az =0, hay Z a;; = y;z; =0 hay Z Z a;jYi)xj = (3.8)
4,7=0 j=0 i=0

- Néu heé s6 cta z; trong phuong trinh (3.8) khong dong thoi bang 0 (hay ma tran y*A c6
cac s6 hang khong dong thai bing 0) thi phuong trinh (3.8) cho ta mot siéu phang trong

P, Siéu phang dé c6 ma tran cot toa do 1a Ay.

- Néu cac hé s6 d6 déu biang 0 (hay 13 ma tran y*A gdm toan s6 0) thi moi diém X cia P?

déu ¢6 toa do thod man phuong trinh (3.8).
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3.2.4 Siéu phang déi cuc. Diém k¥ di

a. Néu tap hop cac diém lién hgp véi diém Y doi v6i sieu mat phang bac hai (S) 1a mot siéu
phéng thi siéu phing d6 goi 1a siéu phang doi cuc cta diém Y va ki hieu 13 Y*. Ngugc lai,
diém Y goi 1a diém doi cuc ctia siéu phing Y*.

Gia sit phuong trinh ctia (S) va toa do diém Y da cho nhu trong muc 3.2.3, thi siéu phing
ddi cye Y* ¢6 phuong trinh (3.8).

Néu ta dat F 1a vé phai ctia phuong trinh x4c dinh (S) thi phuong trinh (3.8) c6 thé viét
duéi dang:

L OF
Z ox; vz =0,
j=0 "t

trong do g |y 1a dao ham riéng cia F ddi véi bién x; lay tai Y.

i
b. Diém Y goi 1 diém ki di ciia siéu mdt bac hai (S) néu Y lién hop v6i moi diém ctia P* déi
voi (S).
C6 nhién, diém ki di ctia (S) phai nim trén (S) (vi diém ki di lien hgp véi chinh né).
Chi c6 siéu mat bac hai suy bién mdi cé diem ki di.
That vay, toa do ctia diém ki di 14 nghiém ctia hé phuong trinh:

iz =0, j=0,1,...,n.
=0

B6i vay, néu (S) c6 diém ki di thi hé phuong trinh d6 ¢6 nghiém khong tam thuong, do do,
det A = 0, hay (S) la suy bién.

3.2.5 Siéu phang tiép xtc véi siéu mat bac hai

Néu diém Y nim trén siéu mat bac hai (S) nhung khong phai 1a diém ki di ctia (S) thi siéu
phing déi cue Y* ctia Y dbi véi (S) duge goi 1a siéu phdang tiép zic ciia (S) tai Y, hay con goi
1a siéu tiép dién cia (S) tai Y. RO rang 1a diém Y ndm trén siéu phing Y*. Diém Y goi la tiép
diém.

Bat ki m - phang ndo di qua Y va ndm trong siéu tiép dien Y* ciia (S) tai Y déu goi 1a m -
phdang tiép zic cia (S) tai Y. Khi m = 1, ta c6 dudng thing tiép xic ciia (S) tai Y, hay con goi
1a tiép tuyén cia (S) tai Y.

Néu Y 1a diém ki di ciia (S) thi moi m - phing di qua Y (m < n) déu goi 12 m - phdng tiép
zic vdi (S) tar Y.

Trong moi trudng hgp, 0 - phang Y (tic 1a diém Y') tiép xtc véi (S) khi va chi khi Y € (S).
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3.2.6 Sieéu phang liéen hgp dbéi véi siéu phang bac hai khong suy
bién
Trude hét ta chi ¥ ring: Néu sieu mdat bac hai (S) khong suy bién thi méi siéu phdng bat ki
deu cé diém doi cuc duy nht.
That vay, gid st (S) c¢6 phuong trinh 2t Az = 0 véi det A # 0. V6i siéu phang U, diém X 1a
ddi cyc ctia n6 khi va chi khi (X)'A = (U)?, hay A(X) = (U), do dé, (X) = A~ 1(U) dugc xac
dinh duy nhat.

Dinh nghia 3.2.1. Hai siéu phcfng U vaV goi la lien hgp véi nhau doi vdi siéu mat bac hai
khong suy bién (S) khi hai diém doi cuc ciia ching lién hap vdi nhau doi vdi (S).

Céc tinh chéat:

a. Hai siéu phing lién hgp véi nhau déi véi siéu mit bac hai khong suy bién khi
va chi khi siéu phang nay di qua diém dbi cyc cta siéu phing kia.
That vay, cho hai sieu phang U,V c¢6 diém déi cyc déi v6i (S) lan lugt 1a U*, V*. Khi d6
U lién hgp v6i V déi véi (S) khi va chi khi U* va V* 14 hai diém lién hgp déi véi (S). Vi
U gdm nhitng diém lién hgp véi U* nén U di qua V*. Tuong ty ta c6 V di qua U*.

b. Siéu phing U lién hgp véi chinh né ddi véi situ mit bac hai (S) khi va chi khi
U tiép xtic v6i (S) (tai diém U* 1a diém déi cuc caa U).

c. Cho hai siéu phang phan biét U,V lién hgp véi nhau dbi véi sieu mat bac hai
khong suy bién (S). Néu qua giao U NV c6 hai siéu phing phan biét P va Q
cling tiép xtc véi (S) thi [U,V,P,Q] = —1.

That vay, goi cac diém déi cyc clia cac siéu phang U, V, P, @ lan lugt 1a U*, V*, P* Q* ta
co: (U*) = A7HU), (V*) = A7H(V),(P*) = A7H(P),(Q") = A71(Q.)

Vi cac siéu phang U, V, P, Q ciing thuoc mot chiim (c6 gia 1a U n V), nén: (P) = ky(U) +
L(V), (Q) = ka(U) + la(V).

Tu dé:

Vay bon diém U*, V*, P* Q* thing hang. Nhung hai diém U*,V* lien hgp v6i nhau doi
v6i (S) con P* va Q* 1a giao diém ctia U*V* véi (S) nen [U*, V*, P* Q*] = —1, do d6
[U,V,P,Q] = —1.
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3.2.7 Siéu dién 16p hai

Trong P v6i mot muc tiéu da chon, mot siéu dién ldp hai duge dinh nghia 1a tap hgp (S*)

tat ca cac sieu phang U = (ug : uy : ... : u,) ma toa do ctia chiing thod man phuong trinh:
n
Z aijuiuj = 0,
i,j=0

trong d6 a;; = aj; va ching khong dong thoi biang 0.
Phuong trinh dé6 goi 1a phuong trinh cia siéu dién lop hai (S*) doi vdi muc tieu da chon.

Néu ta ki hieu A 1a ma tran (a;5), 4,5 = 0,1,...,n thi A1a ma tran vuong cap n + 1, déi xing

va ¢6 hang it nhat bang 1. N6 goi 1a ma tran cia (S*) doi vdi muc tiéu da chon.

Phuong trinh ctia (S*) c¢6 thé viét dudi dang ma tran:

ut Au = 0.

Néu det A # 0, sieu dién 16p hai (S*) goi 1a khong suy bién, néu det A = 0, (S*) goi la siéu

bién. Siéu dién 16p hai trong P? con goi 13 tuyén I6p hai.
Vi du 3.2.3. Trong P? cho tuyén lép hai (S*) c6 phuong trinh:
2 2 _
Uy — U5 + 2upug — 2ugus = 0.

Ma tran cia no:

1 1 0
1 0 -1
0 -1 -1

Dé la tuyén Iop hai suy bién vi det A = 0.

Ta viét lai phuong trinh cia (S*) dudi dang:

(up + 2uq1 + ug)(ug — ug) = 0.

Vdi ug + 2uy + us = 0, cdc duong thdng (up : uy : ug) luon luon di qua diém c6 dinh
I=(1:2:1).
Véi ug — up = 0, ta c6 cic duong thang di qua diem co dinh J = (1:0: —1).

Nhat viy, tuyén Idp hai (S*) da cho la tap hop gom hai chum duong thang cé tam I va J.
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3.2.8 Dbi ngau

Trudce hét ta ching minh rang: Khdi niém siéu dién 16p hai la doi ngau ciia khdi niém siéu
mdat bac has.

That vay, gia stt da chon trong P mot muc tiéu xa anh, ta xét phép dbi xa m, né bién mdi
diém X thanh siéu phang 7(X) ¢6 toa do gidng nhu toa do ctia X. Bay gic gia st (S) 14 mot sieu

mit bac hai nao d6 trong P", d6i v6i muc tiéu da chon c6 phuong trinh:

Z aijxixj =0 (39)
i,j=0
Mot diém X = (x¢ : 21 : ... : T,,) thudc (S) khi va chi khi toa do ctia n6 thod man phuong

trinh (3.9). Qua phép ddi xa 7, diém X dugc bién thanh siéu phang U c¢6 toa do giong nhu toa
do ctia X, cho nén toa do ctia U ciing thod man phuong trinh (3.9). Nhu vay qua phép ddi xa,

tap (S) bién thanh tap tat ca cac siéu phang c6 toa do (ug : uy : ... : u,) thod man phuong trinh:
n
Z aijuiuj = 0
i,j=0

N6i cach khac mot sieu mat bac hai bién thanh mot siéu dién 16p hai.

Tt chitng minh trén ta cfing c6: siéu mat bac hai khong suy bién va siéu dién 16p hai khong
suy bién 1a hai khai niem d6i ngau.

Ta c6 thé dinh nghia céc khéi niém lién quan dén siéu dién 16p hai, déi ngau véi céc khai niem
tuong ting lien quan dén siéu mat 16p hai. Cu thé la:

Siéu phing lién hgp: Cho siéu dién 16p hai (S*) c6 phuwong trinh u*Au = 0. Hai
siéu phing V va W goi 1a lién hgp véi nhau dbi véi (S*) néu (V)!A(W) = 0, trong d6

(V) va (W) lan lugt 14 cac ma tran cot toa do ctia V va W.

Ta c6 cac két qua sau day, suy ra tit nguyen tac d6i ngau:

a. Néu hai sieu phang U va W lién hgp vdi nhau déi véi sieu dién Idp hai (S*) trong khong

gian xa anh P™ thi:

- Néu c6 hai siéu phang P va Q (ciing thuc, hodic o lién hgp) ctia (S*) cliing di
qua giao VW thi [V, W P, Q] = —1.

- Néu chi c6 mot siéu phang duy nhit ciia (S*) di qua V n W thi siéu phing d6
trung véi V hodc W.

b. Cho siéu dién I6p hai (S*) va siéu phang V thi:

- Hoidc V lién hgp vé6i bat ki mot siéu phing nao. Trong trudng hop do, ta goi V 1a
siéu phing ki di ciia (S*), né ciing thuoce (S*). Chi c6 siéu dién 16p hai suy bién mdi c6

sieu phang ki di.
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- Hoic 1a moi siéu phing lién hop véi V déu di qua mot diém, goi 1a diém déi

cyc ctia V déi véi (S*).

c. Néu siéu phang V thuoc sieu dién 16p hai (S*) va khong phai 1a siéu phang ki di thi diém
déi cuc V* ciia né goi la diém tiép zic cia (S*) tai V. Moi m - phang (m < n) ndm trong

V va di qua V* goi 1a m - phang tiép zic tai V.

d. Néu (S*) la sieu dién 16p hai khong suy bién thi moi diém M déu cé siéu phang doi ciyc
M* dbi v6i (S*). Hai diém M va N goi 1a lien hgp vdi nhau doi véi siéu dién I6p hai khong
suy bién (S*) néu hai situ phang ddi cyc cta ching lién hgp véi nhau. Diém M 1a diém
tiép xic cua (S*) khi va chi khi M lién hop vdi chinh né.

Cho M va N 1 hai diém phan biét va lien hop véi nhau doi véi siéu dien 16p hai khong suy
bién (S*). Khi dé, néu c6 hai diem tiép zic P,Q cia (S*) ndm trén duong thang (M, N)
thi [M, N, P,Q] = —1.

3.2.9 Dinh Iy Mac - Loranh (Mac - Laurin)

Dinh 1y 3.2.4. (Dinh lyj Mdc - Loranh): Tap hop cic siéu phang tiép zic ciia mot siéu mdit
bac hai khong suy bién la mot siéu dién I0p hai khong suy bién. Ngugc lai, moi siéu dién I6p hai

khong suy bién gom nhing siéu phang tiép zic vdi mot siéu mdat bac hai khong suy bién.

Chitng minh. Cho siéu mat 16p hai (S) c¢6 phuong trinh ztAz = 0, vi n6 khong suy bién nén
det A # 0. Gia sit situ phang U tiép xtic v6i () tai diem Y = (yo : 91 : ... : ¥n) thuoe (). Khi
d6, toa do U 1a (U) = Ay. Vi diém Y thuoc (S) nén y' Ay = 0, tit d6 ta c6: y? AA™L Ay = 0, hay
(U)!A=Y(U) = 0. Diéu d6 chiing t6 rang tap hgp céc siéu tiép dien U cta () 1a siéu dién 16p hai

(S*) c6 ma tran 1a A1,

Ngugc lai, cho siéu dién 16p hai khong suy bién (S*) c¢6 phuong trinh u!Au = 0 (det A # 0).
Ta goi (S) Ia siéu mit bac hai ¢6 phuong trinh A=tz = 0. Khi d6 ciing chiing minh tuong ty

nhu trén thi mdi sieu phang U ciia (S*) déu la siéu phang tiép xtc ciia (S). O

Hé qua 3.2.5. Gid si ta c6 ménh dé M nao dé cé lien quan dén khdi niém siéu mdt bic hai
khong suy bién. Trong ménh dé (M*) doi ngau cia M, cum tu "siéu mdat bic hai" sé dugc thay
bang cum tu "sieu dién lop hai". Chang han cau: " Cho hai diém thudoc mot siéu mat bac hai"
(cau 1) sé trd thanh " Cho hai siéu phing thuéc mot siéu mdt ldp hai" (cau 2). Nhung theo dinh
Iy Mdc - Loranh thi ciu 2 Gy ciing c6 nghia la "Cho hai siéu phang tiép wic vdi mot siéu mat bac
hai" (cau 2°). Ta lai biét ring cau 1 cé thé phat bieu dudi dang: "Cho 0 - phdng tiép xzic vdi mot
siéu mdt bic hai” (cau 1°). So sanh hai cau doi ngdu 1’ va 2’ ta thdy rang tic 0 - phdng dudc thay

bang (n — 1) - phdng, cic tu khdc gii nguyén.

Mot cich tong qudt, c6 thé néi rang: Nguyén tic déi ngau van duge dp dung doi vdi nhing

ménh dé lien quan tdi sieu mdat bac hai khong suy bién.
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Vi du 3.2.6. Trong P? cip ménh dé sau la doi ngau: " C6 mot duong ovan duy nhat di qua 5
diem cho trude, trong dé khong cé 3 diém nao thang hang" va " c¢6 mot duong ovan tiép ric vdi

5 duong thang cho trude, trong dé khong cé 8 duong thang nao dong quy”.

3.3 Anh xa xa anh gitta cac dudng thing va chum
dudng thang trong P2

3.3.1 Anh xa xa anh giita hai hang diém

Tap hop céc diém thudc mot dudng thang goi 1a mot hang diém.
Néu duong thing d6 1a s thi hang diém ciing ki hiéu 13 s.

Trong P? cho hai dudng thing phan biét s vA s’, vi mot 4nh xa f : s — s’ tit hang diém s
dén hang diém s’. Theo dinh 1 co bén cia 4nh xa xa anh thi: song &nh f : s — s’ (xem s va s’ 1a
cac khong gian xa anh mot chiéu) 1a mot anh xa xa anh khi va chi khi né béo ton ti s6 kép cta

bén diém bat ki trén s.

Anh xa xa &nh sé dugce x4c dinh néu cho biét ba diém phan biet A, B, C trén s va anh clia
chimg A" = f(A), B’ = f(B),C" = f(C) trén s'. Khi dé méi diém M € s s& c6 &nh 1a M’ € s’ sao
cho [A,B,C,M] =[A",B',C", M'].

Dinh nghia 3.3.1. Trong P? cho hai duong thang phan biét s va s’ va mot diem P khong thuoc
ching. Anh za f : s — § bién méi diem M € s thanh diem M' = s n PM goi la phép chiéu

zuyén tam ti s dén s', diém P goi la tam cia phép f.

R6 rang 1a phép chiéu xuyén tam 1a mot anh xa xa anh gitta hai hang diém. Néu goi Q 1a giao
diém ctia s va s’ thi hién nhien f(Q) = Q. Diém Q goi 1a diém tu @ng ctia phép chiéu xuyén tam

f.

Dinh ly 3.3.1. Anh za za dnh f s — & gitta hai hang diém s va s' la phép chiéu zuyén tam

khi va chi khi giao diém cia s va s’ la diem tu ing.
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That vay, ta chi can chiing minh ring néu giao diém @ cta s va s’ 1a diém ti Gng thi f 1a

phép chiéu xuyén tam.
Lay trén s hai diém phan biét A, B khac véi Q vagoi A’ = f(A),B' = f(B),P = AA'nBB'.

Gia st f : s — s' 1a phép chiéu xuyén tam véi tam P thi f(Q) = f'(Q), f(A) = f'(A), f(B) =
f/(B) nén f trung véi f.

3.3.2 Anh xa xa anh giita hai chium dudng thing

Tap hop tat ci cac duong thang trong P? cuing di qua mot diém S duge goi 1a chum duong
thang tam S va ki higu 1& {S}. Chiim dudng théng I3 khai niém dbi ngdu ctia khéi nigm hang

diém (trong P?).

Dinh nghia 3.3.2. Cho hai chum duong thdang phan biet {S} va {S'} trong P2. Mot danh za
f {8} = {5} bién mot duong thang ciia {S} thanh mot duong thang cia {S'} dudc goi la mot

dnh za za dnh néu né bio ton ti s6 kép cia bon duong thang bat ki.

Diéu d6 nghia 13 néu a,b, c,d 1la bén dudng thang di qua S v anh cta ching 1a o', v, d’
(déu di qua S’) thi [a,b,c,d] = [d',V,, d].

R6 rang 13, khai niem "dnh za za dnh gidta hai cham duong thang" 1a dbi ngdu véi khai niem
"anh ra ra anh gita hai hang diem". Boi vay ta co: Anh za za anh gita hai chum dugc wac dinh

khi biét anh cia ba duong thang phan biét.

Dinh nghia 3.3.3. Trong P? cho hai chum dudong thang phan biét {S} va {S'} va mot duong
thang p khong thudc chiing (c6 nghia la p khong di qua S va khong di qua S'). Anh za zq dnh
f:{S} — {S'} bién méi duong thang m € {S} thanh duong thang m' di qua S’ va m np duge goi

la phép chiéu zuyén truc, p goi la truc cia phép chiéu f.

Phép chiéu xuyén truc 1 khai niém déi ngdu ctia phép chiéu xuyén tam. Hién nhién, phép

chiéu xuyén truc Id mot anh xa xa anh giita hai chim duong thfmg.
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Néu f : {S} — {9’} 1a phép chiéu xuyén truc thi duong thing ¢ = SS’ bién thanh chinh né.
Duong thang ¢ goi 1a duong thang tu ing. Ta c6 dinh 1y sau day:

Dinh 1y 3.3.2. Anh zqa za dnh f : {S} — {S'} gi@a hai cham {S} va {S'} la phép chiéu zuyén
truc khi va chi khi duong thang SS' tu ing.

3.3.3 Ap dung
Sau day ta ding phép chiéu xuyén tam dé ching minh dinh 1y Papugt.

Dinh 1y 3.3.3. Trong P? cho ba diém phan biét Ao, By, Co ndm trén duong thing Sy, ba diém
Ay, By, Cy nam tréen duong thing Sy, sao cho 6 diém dé deu khong trung vdi giao diém cia So va
S1.

Chﬁng minh r[ing ba gz'ao dlé)ﬂ’l A2 = B()Cl ﬁBlco, BQ = C[)Al ﬂcle va CQ = A()Bl ﬂAlBO
thang hang.

Ay B Cq

Chitng minh. Goi h : (Ag, Bo) — Sp 1a phép chiéu xuyén tam, véi tam 1a Ay, g : Sp — CoBi 1a
phép chiéu xuyen tam, véi tam C;. Khi d6: f = gof : (Ao, B1) — (Co, B1) 1a mot anh xa xa anh.
Dé dang thay rang f(B1) = Bi, suy ra f la phép chiéu xuyén tam, ciing dé thiy B, la tam ctia
f va f bién Cy thanh Ay. Tt d6 ta két luan: Ay, By, Co thing hang. O
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3.3.4 Dinh ly Stayne (Steiner)
Dinh 1y 3.3.4. (Stayne): Xét trong mat phang za dnh thic P*(R) :

a. Cho hai diém c6 dinh Sy va Sa ndm trén mot duong ovan va mot diem M thay doi trén
ovan doé. Khi dé anh za f : {S1} — {So} bién duong thang Sy M thanh duong thang SeM
la mot dnh za za dnh, khac phép chiéu zuyén truc (Chi § rdng, khi M trung vdi Sy, ta zem

S1M la tiép tuyén cia ovan tai Sy, doi véi So ciing thé).

b. Nguogc lai: Cho anh za xa anh f: {S1} — {Sa} gi@ta hai cham phan biét {S1} va {S2}. Néu
f khong phdi phép chiéu zuyén truc thi tip hop giao diém cia cic duong thdng tuong ing

la mot duong ovan.

Chatng minh. a. Goi dy 1a duong thang di qua S; va Sy, dq, do 1an lugt 13 tiép tuyén clia ovan
tai Sy va 81,80 = di N dy. Lay mot diém E c6 dinh trén ovan va khac véi S; va Ss.
Néu chon {S, S2,S3; F} lam muc tiéu xa anh thi dé thay rang phuong trinh ctia 6van la:
x% —x129 = 0.
Néu diém M nam trén ovan, khac véi Sy va So thi toa do (Xo : 21 : 22) clia né thoa man

phuong trinh dé va o # 0 va do do6, x1 # 0. Bdi vay:

T2 _ %o
i) B T1
da
Sy
do
di
SO /m a SQ\

Néu goi a = S1E,a’ = SoE,m = SiM,m’ = SoM thi dé thay rang: [do,ds,a,m] =
B, [d1,dy,a’,m'| = o,
fy) T
Suy ra: [do,d2,a,m] = [di,do,a’,m']. Do d6 f la &nh xa xa anh, va vi dy khong tu ting

nén f khong phéai l1a phép chiéu xuyén truyc.
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b. Goi dg 1a dudng thang di qua Sy va So, f(do) = d1, f~1(do) = da. Vi f khong phai 1& phép
chiéu xuyén truc nén dg khong ty ing, do d6 dy, d;, ds doi mot phan biét. Vi vay ba diém
So = dy N dy, Sy, 5o ba diém doc lap. Goi a 1a dudng thang ciia chiim {S;} khac véi dg va
dy,a’ = (a), vi E = a n a’. Ta chon {Sy, S1, S2; E} lam muc tiéu xa anh. V6i mdi duong

thang m € {S1} va m’ = f(m) € {Sa}, ta dat m nm’ = X = (20 : 21 : 22). Khi doé:

do=(1:0:0), dp=(0:1:0), d2(0:0:1),
a=(1:0:-1),d =(=1:1:0), m = (z2:0: —x0),
m' = (—x1 : 20 : 0).
T do suy ra:
[do,d2,a,m] = 2w [dy,do,a’,m'] = 1o

xo T

Nhung vi f la &nh xa xa anh nén:
[d07 d27 a, m] = [dlu d07 a/) m/]'

Vay:
T2  To
— = — hay x%—xlxg = 0.
Zo x1

D6 1a phuong trinh ctia dudng ovan tiép véi dy va do lan lugt tai So va Sy.

3.3.5 Dinh ly dbi ngiu cta dinh ly Stayne
Dung nguyén tac doi ngdu ta suy ra dinh 1y sau day 1a d6i ngdu cia dinh 1y Stayne:

Dinh 1y 3.3.5. Xét trong mdt phang za danh thuc P2(R) :
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a. Néu Sy va So la hai tiép tuyén phan biet ciia mot ovan va m la mot tiép tuyén thay doi
cia ovan dé. Khi dé danh za f : S1 — Sy bién diém S; nm thanh Sy ~m la mét anh za za
danh, khdc véi phép chiéu zuyén tam. (Chi i rang khi m trang vdi Sy thi ta zem S1 nm la

diem tiép xic cia Sy va ovan, doi vdi So cing the).

b. Nguoc lai, néu f : Sy — Sy la dnh za wa dnh gidta hai hang diém Sy va Sy. Khi dé, néu f
khong phdi la phép chiéu zuyén tam thi cic duong thang néi hai diém tuong dng sé tiép vdi
mot dudong dvan. Duong dvan dé tiép vdi Sy va S lan lugt tai f~1(Q) va f(Q) = Sy N Ss.

3.3.6 Cach xac dinh mot dudng 6van trong P?(R)

Dinh 1y 3.3.6. Cho 5 diém A, B,C, D, E, trong dé khong c6 3 diém nao thang hang. Khi dé luon

luon c¢é6 mot duong ovan duy nhat di qua ching.

Chitng minh. Xét hai chim dudng thang {A} vad {B}. C6 phép 4nh xa xa anh duy nhat f :
{A} — {B} sao cho f(AC) = BC, f(AD) = BD, f(AE) = BE. Theo dinh 1§y dbi ngdu ctia dinh
Iy Stayne, giao diém ctia cAc duong théng twong ting qua 4nh xa f ndm trén dudng ovan (S). R
rang (S) di qua 5 diem A, B,C, D, E va (S) duy nhat. O

Sau day 1a cac trudng hop dic biet ctia dinh 1y trén, khi hai trong 5 diém dé triing nhau, cach

ching minh tuong ty nhu trén.

Hé qua 3.3.7. Cho 4 diém A, B,C, D trong dé khong cé 3 diém nao thing hang va mot duong
thang a di qua A nhung khong di qua cdc diém con lai. Khi dé c6 duong ovan duy nhat di qua
A,B,C,D va tiép vdi a tai A.

Hé qua 3.3.8. Cho 3 diém A, B,C khong thang hang, duong thiang a di qua A nhung khong di
qua B va C, duong thang b di qua B nhung khong di qua A va C. Khi dé c6 duong ovan duy nhat
di qua C tiép vdi a va b lan ludt tai A va B.

Va sau day 13 cic két qua d6i ngdu ciia cac két qua trén:

Dinh 1y 3.3.9. Cho 5 duong thang a,b,c,d, e, trong dé khong cé 3 duong nao dong quy. Khi dé,

c6 mot duong ovan duy nhat tiép vdi ching.

Heé qua 3.3.10. Cho 4 duong thang a,b,c,d, trong dé khong cé 3 duong nao dong quy va mot
diém A ndm trén a nhung khong ndm trén cic duong con lai. Khi dé, ¢6 duong ovann duy nhat

tiép vdi a,b,c,d va di qua A.

Hé qua 3.3.11. Cho 3 duong thang a,b, c khong dong quy, mot diem A nam trén a nhung khong
ndm trén b va ¢, mot diem B nam trén b nhung khong ndm trén a va c. Khi dé ¢ duy nhét mot

duong ovan duy nhat tiép vdi a tai A, tiép vdi b tai B va tiép vdi c.
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3.4 Dinh ly Paxcan (Paxcal) va dinh ly Bridngsong

(Brianshon)

3.4.1 Hinh sau dinh va dinh ly Paxcan

Tap hop gom 6 diém phan biét c¢6 thi tu Ay, Ag, Az, Ay, As, Ag goi 1d mot hinh sdu dinh. N6
duge ki higu 1 Ay Ay Az Ay A5 Ag. Cac diém A; goi 1a cAc dinh ctia hinh sau dinh d6. Cac dudng
thang A Ay, Ay As, AsAy, AyAs, AsAg, AgAq goi 1a céc canh ctia hinh s&u dinh. Céc cap dinh A;
va Ay, Ao va As, Az va Ag goi 1a cac cip dinh ddi dien. Céc cdp canh Ay As vh AgAs, A Az va
AsAg, A3Ay va AgA; goi la cac cap canh d6i dién.

Dinh ly 3.4.1. (Dinh lj Paxcan): Néu mot hinh 6 dinh c6 6 dinh ndm trén mot dudng ovan
(con goi la hinh 6 dinh noi tiép duong ovan dé) thi giao diém cia cic cap canh doi dién ndm trén

mot duong thdng.

As

‘\ Ay
4N

Ay Ag

Chitng minh. Gia s hinh 6 dinh A; A3 A3A4A5Ag noi tiép duong ovan (S). Ta ki hieu: P =
A1A2 M A4A5, Q = A2A3 M A5A6, R = A3A4 M A6A17 M = AlAQ M A3A4, N = A2A3 M A4A5.

T dinh 1y Stayne déo, ta co:
[A1A2, A1 A3, A1 Ay, A1 Ag] = [As Az, A5 A3, A5 Ay, A5 Ag].
Nhung:
[A1As, A1 A3, A1 Ay, A1 Ag| = [ M, As, Ay, R,
[A5A27 A5A37 A5A47 ASAG] = [AQa A37 Na Q]
Vi vay ta co:
[Mv AB: A47 R] = [A27 A37 N7 Q]

Diéu d6 ching t6 rang, ¢6 phép anh xa xa anh f : A3A; — AzAs ma f(M) = Aa, f(A3) =
As, f(A4) = N, f(Q) = R, hon thé, f 1a phép chiéu xuyen tam vi Az ty ting. Suy ra, cdc duong
thang M Ay, A4N, QR dong quy. Néi cach khac P, Q, R thang hang. O
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3.4.2 Cac truong hgp dac biét cua dinh ly Paxcan

Ta c6 thé dinh nghia hinh nim dinh, hinh bén dinh, hinh ba dinh twong ty nhu dinh nghia
hinh sdu dinh. Hay xét mot hinh nam dinh Ay A3 Az A4 As noi tiép duong ovan (S). Ta xem hinh
ndm dinh d6 nhu 13 mot truong hgp dic biét cta hinh sdu dinh khi hai dinh lién tiép nao do
tring nhau, ching han d6 14 hinh sau dinh A; A; A3 A4 A5 As. Khi d6 1ap luan trong chitng minh
ctia dinh 1§ Paxcan van dang néu canh AsAg duge thay bang tiép tuyén ctia 6van tai dinh As.

Vay ta c6 két qua sau day:

Dinh 1y 3.4.2. Néu hinh nam dinh Ay Ay A3 Ay As noi tiép duong ovan (S) thi ba giao diem ciia:
canh AyAs vdi canh AyAs, canh AsAs véi tiép tuyén ciua (S) tai As, ciia canh A3Ay vdi canh
As Ay thdng hang.

D6i véi hinh bon dinh ABC'D noi tiép ovan (S), néu ta xem n6 1a truong hgp dic biét ctia hinh
sau dinh AABBCD thi sé ¢6 ba diém sau day thang hang: giao diém ctia tiép tuyén tai A véi
canh BC, giao diém hai canh AB va CD, giao diém ctia tiép tuyén tai B véi canh AD.

D

Ciing v6i hinh bén dinh ABCD néi trén, néu ta xem né 13 truong hgp dic biét ctia hinh sau dinh
AABCCD hoac ABBCDD thi sé dudc két qué sau day:

Dinh 1y 3.4.3. Néu hinh bon dinh ABCD ngi tiép mot duong ovan thi giao diem cdc cip canh

doi dién va giao diem cdc tiep tuyen tai cdc cdp dinh doi dién la bon diém thang hang.
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(Cac cap canh dbi dien la: AB va CD, AD va BC céc cap dinh déi dien 1a A va C, B va D).

D6i v6i hinh ba dinh ABC ndi tiép mot dudng ovan, néu ta xem né la truong hop dac biét
cia hinh sdu dinh AABBCC thi dugc két qua sau day:

Dinh 1y 3.4.4. Néu mot hinh ba dinh noi tiép mot duong ovan thi giao diém cia mot canh vdi

tiép tuyén tai dinh d6i dién la ba diém thdng hang.
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3.4.3 Dinh ly Briangsong (Brianshon)

Hinh sau dinh c¢6 d6i ngdu 1& hinh sdu canh: Hinh sau canh la tap hgp ¢6 thi ty gom sau
dudng thing a,,as,as, as,as,ag. N6 duge ki hicu 14 ajasazasasas. Cac dusng thing a; goi la
canh ctia hinh sau canh dé. Céc giao diém a; N as, as Nas, az N ay, asnas, as N ag, Va ag N ay
goi & cdc dinh cia hinh sau canh. Cac cip canh aq va a4, as va as, as va ag goi la cdc cap canh
doi dien. Cac cap dinh a; N ag VA ag N as, as N az v as N ag, az N ag va ag N aq goi la cdc cdp

dinh doi dién. Dinh 1y Paxcan c6 d6i ngu 14 dinh 1y sau day, con goi 1 dinh 1y Brizingsong.

Dinh 1y 3.4.5. (Dinh ly Briangsoéng): Néu mot hinh sdu canh cé sdu canh phan biét cing
tiép vdi mot duong ovan (con goi la hinh luc gidc ngoai tiép ovan dé6) thi cic duong thing noi cic

dinh doi dién dong quy.
Cac truong hgp dic biét cta dinh 1y Paxcan ciing ¢6 cdc ménh dé déi ngdu tuong ing, sau
day ta ké ra hai trong s6 cdc ménh dé 14 d6i ngiu ctia cAc trudng hop dic biét ctia dinh 1y Paxcan.

Dinh 1y 3.4.6. Néu mot hinh bon canh ngoai tiép mot duong ovan thi cic duong thang noi cic
dinh déi dién va cdc duong thdang noi tiép diem trén cdc canh doi dién la bon duong thdang dong
quy.

Dinh 1y 3.4.7. Néu mot hinh ba canh ngoai tiép mot duong ovan thi cic duong thang néi mot
dinh vdi tiép diem tréen canh doi dién la ba duong thang dong quy.
3.4.4 Phép bién doi xa Anh ciia mot dudng dvan

Cho bén diém phan biet A, B,C, D nim trén dudng ovan (S). Khi d6, tit dinh 1y Stayne
thuan ta suy ra, néu M la mot diém thay doi trén (S) thi ti s6 kép [M A, M B, MC, M D] c6 gia
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tri khong phu thuoc vao M. Ti s6 kép d6 duge goi 1a ti s6 kép ciia bon diém A, B, C, D trén (S)
va ki hieu 1a [4, B, C, D](s).

Mot song anh f : (S) — (9) ctia (S) 1én chinh né duge goi la phép bién ddi cta (S) néu f

bao ton ti s6 kép ctia bon diém bat ki trén (S).

Dinh 1y 3.4.8. Cho f: (S) — (S) la phép bién doi va dnh khdc dong nhat cia duong ovan (S).
Khi dé, vdi bat ki hai diem phan biet M, N cia (S) va dnh cia ching M' = f(M), N' = f(N),

giao diém cia MN' va M'N luon ndm trén mot duong thang co dinh.

Chitng minh. Chon ba diém P,Q, R phan biét trén (S) va goi P',Q’, R’ 1a 4nh ciia chting qua
f. Khi d6 ap dung dinh 1y Paxcan vao luc gidc PQ'RP'QR’ ta c¢6 ba diém PR’ n P'R, PQ' n
P'Q, RQ' n R'Q cuing nam trén mot duong thiang d. Bay gio, goi M 1a diém bat ki tren (S)
va M’ 1a anh ctia n6 thi vi f bao ton ti s6 kép ctia bon diém tren (S) nen [P,Q, R, M]g) =
[P, Q', R, M")s). Tit d6 suy ra [P'P, P'Q, P'R, P'M] = [PP', PQ', PR', PM'] va.do d6 P'M n
PM' € d. Tuong ty néu N nam trén (S) va ¢6 anh 1a N’ thi PPN n PN’ € d.

Bay gio, 4p dung dinh 1§ Paxcan cho luc giac PM'NP'M N’ thi ta thiy ngay giao diém cta
MN' va M'N nam trén d. O

3.4.5 Dinh ly Frégié (Fresgier)

Dinh ly 3.4.9. (Dinh lj Frégié): Néu f : (S) — (S) la phép doi hop ciia duong ovan (S),
khdc vdi phép dong nhat, thi duong thdang noi hai diém tuong dng bit ki luon di qua mot diém co

dinh, goi la diem Frégié cia f.

Chitng minh. Vi f 1a bién doi xa anh ctia (S) nén véi hai diém bat ki M, N cta (S) va anh M’, N
ctia chiing, ta c6 giao diém M'N ~ M N’ luon ndm trén dudng thing d c6 dinh. Vi f 14 phép doi
hgp nén néu M’ = f(M) thi M = f(M’), cho nén ddi véi ciap diem M, M’, ta c6 anh cia chiing
1 cap diém M’, M. Béi vay, giao diém hai tiép tuyén ctia (S) tai M vi M’ nam trén d, tic 1a d
di qua diém déi cyc ctia MM’. Tt dé suy ra duong thang MM’ di qua diém F 13 diém déi cuc
cua duong théng d. n

Dinh 1y 3.4.10. (Pinh lyj ddo): Cho mot diem F c6 dinh khong ndm trén ovan (S). Vdi méoi
diem M € (S) ta lay M' € (S) sao cho F,M, M’ thing hang. Khi dé, anh za f : (S) — (S") ma
f(M) = M’ la mot phép bién doi va anh doi hop cia (S).

Chitng minh. Goi M, N 1a hai diém ctia (S) va M’ = f(M), N’ = f(N). Khi dé c6 phép bién doi
xa anh duy nhat f’ sao cho f/(M) = M', f'(N) = N’, f'(M') = M. Dé& thay rang, f’ 1a phép doi

hop véi diém Frégie 14 F, va hién nhien f’ tring véi f. O
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3.5 Bién déi xa anh déi hop ctia dudng thang - Pinh
ly Dodac tha hai

3.5.1 Phép bién doi xa anh déi hdp ctia dudng thing

Phép bién ddi xa anh f : P® — P™ goi 1a phép bién doi za dnh doi hop (hodc goi tit 1a phép
d6i hop) ctia P™ néu f2? = Idpn.

Céc vi du ctia phép ddi hgp 1a: Phép dong nhat, phép thau xa cip vdi ti sd bang —1.

Trong muc nay chiing ta chi xét cic phép ddéi hop ctia duong thing xa anh.

Dinh 1y 3.5.1. Cho s la duong thang P™. Phép bién doi za dnh khdc dong nhat f : s — s la phép
d6i hap ciia s khi va chi khi cé hai diém phan biet M va M’ sao cho M' = f(M) va M = f(M').

Chitng minh. Néu f 14 phép dbi hop khac dong nhat ctia s thi hién nhién c6 cip diém M, M’ nhu
thé.

Ngugce lai, gia st f 1a bién ddi xa anh ctia s va c6 M, M’ sao cho M = f(M') va M' = f(M).
Véi moi diem N € s \ M ta goi N' = f(N) va N” = f(N') thi ta ¢c6 [M,M',N,N'] =
[M’, M, N',N"] = [M, M, N",N"]. Suy ra N = N, vay f 1a phép déi hop. 0

3.5.2 Diém bat dong ctia phép dbi hop

Dinh 1y 3.5.2. Cho phép doi hop f : s — s clia duong thang s khdc vdi phép dong nhit. Néu f
c6 mot diém bt dong P thi né con cé mot va chi mot diém bit dong nia Q khdc P, va néu diém
M cia s ¢6 anh M' khac M thi [P,Q, M, M'] = —1.

Chitng minh. Vi f khong phai 1a phép dong nhat nén c6 diém A khac véi anh A’ = f(A). Diém
X € s la diém bat dong ctia f khi va chi khi [A, A’, P, X] = [A/, A, P, X], titc 1a khi va chi khi

1

/ p—
AN

hay [A, A, P, X| = +1.

Néu [A, A', P, X] = 1 thi X chinh la diém P. Néu [A, A, P, X] = —1, thi ta goi X 1a Q, 1
diém bat dong thit hai. Khong thé c6 diém bat dong thit ba vi f khic phép dong nhét.

Bay gid goi M 1a diém bat ki ctia s vi M’ = f(M) khac M thi [P,Q, M, M'] = [P,Q, M', M],
nén [P,Q,M,M'] = —1. O

Hé qua 3.5.3. Néu f : s — s la phép doi hop khic dong nhit cia duong thing s thi hodc f

khong c6 diém bat dong nao hodc c6 ding hai diém bat dong.

Néu f khong c6 diém bat dong thi ta goi no 1a phép doi hop eliptic.

Néu f c6 hai diém bat dong thi ta goi né 1a phép doi hgp hypebolic.
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3.5.3 Xac dinh mot phép dbi hop

Dinh 1y 3.5.4. Mot phép doi hop f khac phép dong nhat cia duong thang s duge wdc dinh néu
cho hai diém phan biét A, B thuoc s va dnh A', B' ciia ching.

Ching minh. Néu A’ = A va B' = B thi f 1a phép d6i hop hypebolic nén anh ctia diém M 1a
diém M’ sao cho [A, B, M, M'] = —1. Vay M’ dugc xéc dinh.

Néu mot trong hai diém A, B khong bat dong, chang han, néu A khong tring A’, thi c6 phép
bién do6i xa anh duy nhat cia s bién A thanh A’, bién A’ thanh A va bién B thanh B’. D6 chinh

14 phép ddi hop f da cho. O

3.5.4 Chium dudng bac hai. Dinh 1y Dddac thi hai

Trong P? cho 4 diém A, B, C, D trong d6 khong c6 3 diém nao thang hang. Tap hop cac dudng
bac hai di qua bén diém dé goi 1& mot chum dudng bac hai, ki higu 1a S(A, B,C, D), Bén diém
A, B,C, D goi la co sd cia chum.

Trong d6 cdc dudng bac hai ctia chiim S(A, B, C, D) c¢6 3 dudng bac hai suy bién thanh cac
cap dudng thang. D6 1a céc cap duong thang: AB va CD, AC va BD, AD va BC. Ngoai ra céc
duong bac hai khac déu 1a duong ovan.

R6 rang 13 néu diém E khong tring véi mot trong cac diém A, B, C, D thi ¢6 mot duong bac

hai duy nhat ctia chum di qua E.

Dinh 1y 3.5.5. (Dinhl lj Doddc thit hai): Trong P? cho mot chum duong bac hai S(A, B, C, D)
va duong thang s khong di qua A, B,C, D. Khi dé méi duong bac hai ciia chum sé cit s theo mot

cap diém tuong ung vdi nhau trong mot phép doéi hop zdc dinh cia s.

Chitng minh. Gia su (S) 1a mot duong bac hai nao dé ctia chum, tic 1a (S) di qua A, B,C, D. Ta
goi M va M’ 1a giao diém ctia (S) va s thi ta c6 luc giac ABCDM M’ nai tiép (S). Theo dinhl
Iy Paxcan, ba diém P = ABn DM, Q = BOCn MM', R=CD n M'A thing hang.
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Goi:

f1:s— AB la phép chiéu xuyén tam, véi tam D.

f2 : AB — CD la phép chiéu xuyén tam, véi tam Q.

fa : CD — s 1a phép chiéu xuyeén tam, véi tam A.

Khi d6 tich f = f30Fa0f1 : s — s 1a phép bién ddi xa anh clia s bién M thanh M.

Néu (S) l1a dudng bac hai ctia chiim, nhung khong phai 14 dudng 6van, chang han (S) la cap
duong thang AB va CD va (S) cat s tai N va N', thi ciing dé thay ring f(IN) = N’. Ngoai ra,
hién nhién f 1 phép ddi hap. O

BAI TAP CHUGNG 3

Bai tap 3.1. Trong mat phang za danh thuc P? cho muc tieu {So, Si, Sa; E}. Viét phuong trinh
cac duong bac hai trong moi truong hop dudi day:

a. Di qua ba diém Sy, S1,Ss.

b. Di qua bon diem Sy, S1, s, E.

c. Di qua nam diém sg,S1,S2, E va A= (1:1:-1).

d. Di qua nam diém (0:0:1,); (0:1:1), (1:0:1), (2: =5:1), (-=5:2:1).

Bai tap 3.2. Trong P? cho phuong trinh ciia bon duong thang phan biét: duong thang l; cé phuong
trinh.:

F; = ag;xog + a1;21 + agsxe =0, 1 =1,2,3,4.

Chatng minh rdang, duong bac hai (S) di qua giao diem cia ly va lg, Iy la I3, 13 va ly, 1y va 1y
c6 phuong trinh: kFyFy + [FoFy = 0, trong dé k va l la hai s6 khong dong thoi bang 0.

Ap dung két qud dé dé gidi cac bai tap b, ¢, d cia bai 1.
Bai tap 3.3. Trong P? cho hai duong bac hai (S) va (S') cit nhau tai bon diem phan biet
A, B,C,D. Gid sit doi véi mot muc tieu nao dé (S) va (S") lan lugt c¢6 phuong trinh ztAx = 0,
va 2t A’z = 0. Ching minh rang dieu kién can va di dé mot duong bac hai di qua A, B,C, D la
phuong trinh cia né cé dang: k(xtAx) + [(z'A’x) = 0, trong dé k va | la hai s6 khong dong thoi
bang 0.
Bai tap 3.4. Ching minh rang mdat ké bac hai trong P3 :

—22 — 2% + 23 + 22 = 0 ¢6 chita nhimg duong thdng.
Bai tap 3.5. Trong P™ véi muc tiéu {S;; E} cho siéu mat bac hai (S) c¢é phuong trinh:

—x%—xf—...—xi,l+3:Z2,+...+a:z2,+q,1:Ovéiq2p>0mp+q<n+1.
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a. Goi Q la (n—p—q) - phang di quan —p—q+ 1 dinh Spiq, Sprgi1, -y Sn. Chitng minh
rang Q chia trong (S).

b. Cho A la mot diém bat ki ciia (S) nhung khong nam trén Q. Chiing minh ring (n—p—q+1)
- phang di qua Q va A ciing chita trong (S).

Chinh vi cic tinh chit a, b ma nguoi ta goi mdt (S) nhu thé la siéu nén vdi phang dinh Q.
c. K€ ra nhimg mat nén cé phuong trinh chinh tic trong P? va P3.

Bai tap 3.6. Goi tén cic duong bac hai sau day trong P? :

a. 223 + 423 — 2% + 2x079 + S0T1 + 31172 = 0.

b. xox1 + 2122 + 2229 = 0.

c. 41‘% + 15x% — 530% — 222129 — 8x9To + 162021 = 0.
d. Qm% + 61‘% + 71‘% 4+ 4dx129 + 62022 — 42921 = 0.

Bai tap 3.7. Trong P3, cho mat phang W va zay dung khong gian afin A3 = P3\ W.

a. Chitng minh rang, néu (S) la mat trdai zoan trong P3 thi (S) \ W sé la cdc mat sau day

trong A3.

- Elipzoit néu (S) khong cat W.
- Hypeboloit hai tang néu (S) cit W theo mot duong ovan.

- Paraboloit eliptic néu (S) chi cit W tai mot diem (ta néi (S) tiép véi W),
b. Néu (S) la mat ké thy (S) \ W sé la cdc mdt sau day trong A3 :

- Hypeboloit mot tang néu (S) cit W theo dudng ovan.

- Mat yén ngua néu (S) cit W theo cdp duong thang.

Bai tap 3.8. Déi vdi muc tieu da chon trong P2, cho 6van cé phuong trinh: —z3 + 23 + 23 = 0.

Chiing minh rang ba dinh ctia muc tiéu doi mot lien hop vdi nhau doi véi ovan do.

Bai tap 3.9. Trong P™ cho muc tiéu {S;; E}. Viét phuong trinh cic siéu mat bic hai (S) sao cho
S; va S (i # j) lién hop véi nhau doi vdi (S).

Bai tap 3.10. Trong P? véi muc tiéu {S;; E} cho duong bac hai (S) c6 phuong trinh: —x3 + 23 +

2.1‘0%‘1 — 2.%'0(()2 = 0.

a. Chitng minh ring hai diém: A= (1:0:0) va B = (1:1:0) lién hgp vdi nhau déi vdi (S).
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b. Tim toa do diem C lien hop vdi cd A va B.
c. Viét phuong trinh cia (S) trong muc tiéu {S}, S5, S4; E}, trong d6 S} = A, S5 = B va
Sh=C.
Bai tap 3.11. Ching minh rang néu trong P cho siéu mdt bac hai (S) thi luon luon tim dugc

n+ 1 diem doc lap S;, i = 0,1,...,n sao cho S; va S; (i # j) lién hop vdi nhau.

Bai tap 3.12. Trong P2 cho duong bic hai (S) va ba diem A, B,C khong thang hang va doi mot
lién hop véi nhau doi vdi (S). Mot duong thing m cit cic duong thang AB, BC,CA lan lugt tai
P,Q,R. Goi P',Q', R la cic diém lan lugt nam trén AB, BC,C A va lan lugt lien hop vdi P,Q, R
doi vdi (S). Chiing minh ba duong thing AQ', BR',CP' dong quy.

Bai tap 3.13. Trong P? cho ovan (S), ba diém doc lap A, B,C va ba diem doc lap A', B',C" sao
cho cac duong thang B'C',C'A’', A'B’ lan lugt la duong thang doi cuc cia A, B,C doi vdi (S).
Chitng minh:

a. Cdc duong thang BC,CA, AB lan lugt la doi cuc cia A', B',C" déi vdi (S).

b. Cac duong thang AA", BB',CC" dong quy.

Bai tap 3.14. Ching minh rdang, néu hinh bon dinh toan phan cé 4 dinh nam trén mot dvan thi
ba diém chéo cia né doi mot lien hop vdi nhau doi vdi ovan dé.
T dé suy ra cich dung duong thang doi cuc cia mot diém déoi vdi mot ovan cho trudc cing

nhu cdach dung tiép tuyén cia ovan tic mot diem (chi ding thudc thdng).

Bai tap 3.15. Chiing minh ring, dieu kién can va di dé duong thang d la tiép tuyén cia siéu
mdt bac hai (S) tai diem M hogc d < (S), hodc d n (S) = {M}.

Bai tap 3.16. Cho diem A khong ndm trén siéu mdat bac hai (S) khong suy bién, A* la siéu
phang doi cuc ciia A doi véi (S). Chitng minh ring, duong thang d di qua A la tiép tuyén cia (S)
khi va chi khi d con di qua mot diem thudc (S) N A*.

Bai tap 3.17. Trong P" cho siéu mdt bac hai (S) va diém O ¢ (S). Goi f : P* — P" la phép
thau za don cé tam O, bién (S) thanh chinh né. Ching minh rang, f la thau va doi hop va co sd

clia né la siéu phdang doi cuc cia diem O doi vdi (S).

Bai tap 3.18. Ching minh rang, moi mdt phang tiép zic cia mot mat ké (trong P3) déu cdt mat

ké dé theo mot duong thing.
Bai tap 3.19. Trong P3 cho mdt bic hai (S) c6 phuong trinh:
2 2 2 2 _
xg +x7 + x5 + x5 — 2x071 — 22072 — 22073 + 271272 = 0.
a. Tim diém ki dj cia (S). Chitng té rang dé la mot mat non.
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b. Tim phuong trinh mat phang doi cuc 7 ciia diem (1:0:0:0) doi vdi (S).
c. Giao (S) N7 la duong gi?
d. Dua phuong trinh cia (S) vé dang chinh tic.

Bai tap 3.20. Trong P cho mdt bac hai (S) c¢é phuong trinhg:

2x8 — 33:% — a:% — Tox1 + 2x0x2 — Xox3 — 3T1To + 4xr123 + X223 = 0.

a. Tim diem ki di ciia (S).
b. Chitng té rang, (S) la cdp mat phang, tim phuong trinh cia cic mat dé.

Bai tap 3.21. Xét mo hinh za dnh cia khong gain afin A™ = P™ \ W. Cho siéu mat bac hai za
anh (S), sinh ra siéu mat bac hai afin (S") = (S) \ W. Ching minh ring:

a. Diem I la tam cia (S') khi va chi khi I lién hop vdi moi dieém cia W déi vdi (S). Tu dé
suy ra, néu (S) khong suy bién va khong tiép xzic véi W thi (S') c6 tam duy nhdt, dé la
diem doi cuc cia sieu phang W doi vdi (S).

b. Néu C la diem nam trén W va v la siéu phang doi cuc cia C doi vdi (S) thi v\ W la siéu
phdng kinh cia (S") lien hgp vdi phuong €, zdc dinh bdi diem vo tin C.

Bai tap 3.22. Trong P2(R) cho ovan (S) va duong thang a. Goi O la diem déi cuc cia a doi
vdi (S). Néu cho a la dudong thang vo tan cia mdt phang afin A2 = P2\ a thi 6van (S) trd thanh
duong gi trong A2, diem O la diem gi doi véi duong d6? (vét cic truong hop a cdt, khong cdt, va
tiep vdi (S)).

Bai tap 3.23. Dung mo hinh za anh cia mat afin, hdy giai cic bai toan sau day cua hinh hoc

afin:

a. Chitng minh rdang néu mot hinh binh hanh noi tiép, hodc ngogi tiép mot duong elip hodc

hypebol thi tam cia né trung vdi tam cua elip hodc hypebol do.
b. Tim qug tich trung diém cic day cung song song vdi nhau ctia mot conic da cho.

¢. Ching minh rdng néu mot duong thing cit mot hypebol tai hai diem A, B va cdt hai duong
tiem can cua hypebol dé tai C, D thi AC = BD.

d. Chiing minh rang néu mot hinh binh hanh cé hai dinh doi dien nam trén mot hypebol va
cdc canh song song vdi cac duong tieém can cua hypebol dé thi hai dinh kia ctua hinh binh

hanh thang hang vdi tam cia hypebol.
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e. Chitng minh ring néu hai tiép tuyén tai hai diem A va B ciia mot parabol cit nhau tai C,

thi duong thang né C vdi trung diem AB sé song song vdi truc ciia parabol.

Bai tap 3.24. Phdt biéu bai todn doi ngau ciia cac bai tap 3.11, 8.12 (trong dé thém gid thiét la
siéu mdt bac hai (S) khong suy bién) va cdc bai tap 3.13, 3.14.

Céc bai tap sau day déu xét trong mit phiang xa anh thie.

Bai tap 3.25. Cho hai duong thang cé dinh a,b va ba dieém phan biet P,Q, R c6 dinh khong nam
trén ching. Mot duong thing thay doi di qua P va cit a va b lan lugt tai A va B. Tim quy tich
giao diém cia QB va RA, cia QA va RB (wét truong hop: P,Q, R thang hang va khong thing
hang).

Phdt biéu bai todin doi ngau.
Bai tap 3.26. Cho duong ovan (S) va hai diem A, B c6 dinh trén né, mot duong thang d c6 dinh
khong di qua A va B. Vdi méi diem M thay doi trén (S), cic duong thang AM va BM lan lhigt
cat d tai A’ va B'. Tim qug tich giao diém cia AB va A'B'.

Phdt biéu bai todn déi ngau.

Cho duong thang AB la duong thdang vo tin, hdy suy ti bai todn trén thanh bai todn trong

mat phdang afin.

Bai tap 3.27. Cho duong ovan (S) va hai diem A, B ¢6 dinh trén né, mot duong thang d c6 dinh
khong di qua A va B. Vi méi diém M thay doi trén d, cic duong thang AM, BM lan lhigt cdit
(S) tai A" va B'. Tim qug tich giao diem cia AB' va A'B.

Phdt biéu bai todn doi ngau.

Cho dudng thiang AB la duong thang vo tan, hay suy tic bai todn trén thanh bai todn afin.
Bai tap 3.28. Ching minh rdang, néu hai hinh bon dinh toan phan c¢é cing chung ba diém chéo

thi 8 dinh ctia ching ndm trén mot duong bac ha.

Bai tap 3.29. Cho 3 diém khong thdang hang O, A, B va mot duong thdng d khong di qua A va
B. Mot diém M thay doi trén d. Goi R = AM n OB,S = BM n OA. Tim tap hop cdic duong
thang RS.

Bai tap 3.30. Cho 3 duong thing d,d’',a khong dong quy va mot diem O khong nam trén
ching. Mot duong thang thay doi di qua O cdt d.d' va a lan lugt tai M, M', 1. Goi J la diém
ma [M,M'I,J] = —1. Tim quj tich diém J.

Xem a la duong thang vo tan thi duge két qud gi cia hinh hoc afin?

Bai tap 3.31. Cho duong ovan (S), duong thing d va hai diém c6 dinh A, B. Hai diém thay doi
M, M’ tren d va lién hop vdi nhau doi vdi (S). Tim qug tich giao diém cia AM va BM'.

Xem d la fduong thang vo tan thi duoc két qud gi cia hinh hoc afin?
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Bai tap 3.32. Gidi cdc bai toan dung hinh sau day trong P2, chi ding thudc thang: Cho 5 diém
A,B,C, D, E trong dé khong ¢ 3 diém nao thing hang.

a. Dung giao diém cia mot duong thing a di qua A va duong ovan (S) di qua 5 diem dé.

b. Dung tiép tuyén tai A cia duong ovan (S) néi trén.

c. Dung duong thdang doi cuc ciia mot diem F doi vdi (S).
Bai tap 3.33. Goi (S) la duong ovan thay doi di qua 4 diem A, B,C, D cho trudc. Tim quj tich
giao diém cdc tiép tuyén cia (S) tai hai trong bon diem dé.

Phat biéu két qud doi ngau.
Bai tap 3.34. Trong P? cho hai tam giac ABC, A'B'C' thod man diéu kién cia dinh lj Doddc

(nghia la cic duong thang AA’ < BB',CC" dong quy). Chitng minh rdng, 6 giao diém sau day ndm
trén mot duong bac hai: ABAB'C', ABNnC'A', BCnA'B', BCnC'A'", CAnA'B'", CAnB'C".

Bai tap 3.35. Trong mat phang afin cho hypebol (H) vdi hai dudng tiem can a va b. Cho 4 diém
A, B,C,D nam tren (H). Goi a' la duong thang di qua A va song song véi a, V' la duong thdng
di qua B va song song vdi b. Duong thang AC cdt b’ tai P, duong thang BD cdt o' tai Q. Ching
minh rang PQ // CD.

Bai tap 3.36. Trong mdt phing afin cho tam giagc ABC. Mot parabol thay doi luon luon tiép
zic vdi ba duong thang AB, BC, CA. Goi P,Q,R la cic diém tiép zic lan lugt ndm trén
AB, BC, CA. Ching minh:

a. Méi duong thing RP, PQ, QR déu di qua mot diém c6 dinh.
b. Cac duong thang AQ, BR, CP dong quy.

Bai tap 3.37. Chitng minh ring, néu hai tam gidc cung noi tiép mot dudng dvan thi ciing ngoai

tiép mot duong ovan.

Bai tap 3.38. Cho mot duong ovan (S) thay doi di qua 4 diém co dinh A, B,C,D. Tiép tuyén
cia (S) tai B cdt AC tai B', tiép tuyén cia (S) tai C cit BD tai C'. Chiing minh ring, duong
thang B'C' luon di qua mot diem c6 dinh.

Phdt biéu két qud doi ngau.

Bai tap 3.39. Cho 3 diém A,B,C c6 dinh nam trén duong ovan (S) va K la diém cé dinh
khong ndam trén (S). Cdc duong thing KA, KB, KC cdt (S) tai A", B',C". Vdi diem P thay doi
trén (S), cic duong thang PA, PB, PC lan lugt cat B'C',C'A', A'B’ tai A", B" C". Ching minh
rang, cdac diem A", B",C" nam trén mot duong thang va duong thang nay di qua mot diém co
dinh.
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Bai tap 3.40. Cho 4 diem A, B,C, D ndm trén duong ovan (S). Goi a,b la cdc tiép tuyén ciia
(S) tai A va B_M = AC nb,M' = BCna,N =AD nb,N' = BD na.
a. Ching minh ring, cic duong thing AB,CD, M'N, MN' dong quy.
b. Goi O la giao diém ciia a va b. Ching minh:[O, B, M,N] = [A,O0, M', N'].
Phat biéu cic két qud doi ngdu.

Bai tap 3.41. Cho ovan (S) va 2 diem I,J tré né. Lay hai diem A, B lan lugt nam trén tiép
tuyén cia (S) tai I va J. Ve AC va BD tiép wzic vdi (S) lan lugt tai C va D. Ki hiéu P =
IDn AC,Q = JC n BD. Chitng minh PQ n AB e IJ.

Phdt biéu két qud doi ngau.

Bai tap 3.42. Cho 2 diem A, B c6 dinh trén ovan (S) va mot diem F khong thuoc (S). Mot
duong thang thay doi di qua F cdt (S) tai M va N. Tim qui tich giao diém ciia AM va BN, clia
AN va BM.

Phdt biéu két qud doi ngau.

Bai tap 3.43. Cho phép déi hap fi va fo ciia (S) vdi cic diem Frégié tuong ing la Fy va Fy.
Chitng minh ring, fiofz = FaoFy khi va chi khi Fy va Fy lien hop véi nhau doi vdi (S).

Bai tap 3.44. Trén ba duong thdng khong dong quy a,b,c lan lugt lay ba diem A, B,C. Goi
fi :a — b la phép chiéu zuyén tam, véi tam C; fo : b — c la phép chiéu zuyén tam, vdi tam
A; fz:c— a la phép chiéu zuyén tam vdi tam B. Chiing minh ring tich faofaof1 la mot phép
doi hop ciia duong thang a.

Bai tap 3.45. Trén duong thing s cho muc tiéu za dnh {SyS1; E} méi phép bién doi va dnh
f s — s o bieu thic toa do: xf = axo + bx1, =) = cxg, trong dé ad — be # 0. Tim diéu kién

cua cac hé so a,b,c,d sao cho:

- f la phép dong nhat.

- f la phép dbi hap.

- f la phép doi hop eliptic.

- f la phép doi hop hypebolic.

Bai tap 3.46. Tren duong thang s vdi muc tieu za dnh da chon cho cic diem A = (1:2), A’ =
(1:3), B=(1:4), B'=(1:5).

a. Viét biéu thic toa do cia phép ddi hop bién A thanh A’, bién B thanh B'.
b. Tim toa do cic diem P,Q cia s sao cho [P,Q, A, A"l = [P,Q, B, B'|.
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Bai tap 3.47. Cho 4 diéem A,B,C,D ciia duong thang d sao cho [A,B,C,D]| = —1. Goi f :
d — d la phép bién doi za dnh sao cho f(A) = C, f(C) = B, f(B) = D. Chimg minh ring f?
la phép doi hop.

Bai tap 3.48. Cho 4 diém A, A', B, B’ trén duong thing s va f : s — s la phép d6i hap ma
f(A) = A, f(B) = B'. Chitng minh ring, néu f la phép eliptic thi [A, A, B, B'] < 0, la phép
hypebolic thi [A, A’, B, B'| > 0.

Bai tap 3.49. Cho 2 duong ovan cdt nhau tai bon diém phan biét A, B,C, D. Mot duong thdng
d tiép vdi hai ovan dé tai cic diem P va Q. Ching minh ring, néu M va M’ la giao diém cia

AB va CD véi d thi [P,Q, M, M'] = 1.
Phat biéu bai todn doi ngau.

Bai tap 3.50. Cho 4 diém phan biet nam tréen mot duong évan. Goi P = AB n CD. Duong
thang d di qua P va tiép vdi ovan tai Q, cit AD, BC lan lugt tai M va M'. Tim ti s6 kép
[P,Q, M, M.

Bai tap 3.51. Cho 4 duong ovan khdc nhau ciia mot chium duong bac hai. Gid s diem M c6
duong doi cuc phan biét doi vdi 4 ovan dé. Chiing minh rang 4 duong thang dé dong quy va ti so
kép ciia ching khong phu thuoc vao diem M.

Bai tap 3.52. Gidi bai todn afin: Cho I la trung diem day cung PQ cia duong elip (E). Qua
I vé hai day cung AB va CD. Goi M, N lan lugt la giao diem cia AD va BC vdi PQ. Ching
minh rang IM = IN.

Bai tap 3.53. Xét ho duong bac hai tiép vdi hai duong thang a va b lan lugt tai hai diém c6 dinh
A va B. Ching minh ring, ching cdt mot duong thang ¢ khong di qua A va B tai cic cip diém

tuong wng vdi nhau trong mot phép doi hap ciia c.
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